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Владимир Арнольд как явление природы.
Три юбилейных портрета.

Наталия Демина
http://www.polit.ru/article/2008/06/30/arnold/

В любой науке есть люди, которые подобны явлению природы. Их
мощный, а в то же время естественный, дарованный от рождения ге-
ний, выделяет их даже из сообщества людей изначально небесталан-
ных – своих коллег-ученых. Их талант позволяет им делать больше
и видеть шире. Именно таким человеком в математике является ака-
демик РАН Владимир Арнольд, которому в минувшем году, 12 июня,
исполнилось 70 лет. А в этом году, в мае, он стал лауреатом Госу-
дарственной премии РФ (высокая награда была ему вручена в день
его рождения, совпадающий с Днем России), а в июне ему вместе с
Л.Д. Фаддеевым, первыми из россиян, была присуждена премия име-
ни Жунь Жуньшоу – Shaw Prize-2008, которую называют «Нобелев-
ской премией Востока».

Мы бы хотели представить три образа Владимира Игоревича –
мыслителя, математика и знатока поэзии.

Арнольд афористичный

В августе 2007 года в Президиуме РАН и Математическом ин-
ституте им. Стеклова состоялась международная конференция
«Анализ и особенности» в честь юбилея В.И. Арнольда, на которой
Владимиру Игоревичу были вручены поздравительный адрес от Рос-
сийской академии наук и личный от президента РАН Ю.С. Осипова,
а академик РАН, ректор МГУ В.А. Садовничий вручил ему диплом
и медаль «Почетного профессора Московского университета».

В ходе своей совсем не юбилейной, а как всегда интригующей лек-
ции Арнольд, в частности, привел определение математики по Бур-
баки: «Математикой называется дедуктивный метод абстрактных
свойств некоторых предметов, не имеющих никакого отношения к
реальной действительности, к другим их абстрактным свойствам,
которыми занимаются математики». Это определение вызвало у
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участников конференции смех. Второе определение, которое нравит-
ся В.И. гораздо больше, он нашел в новелле «Коррида» Виктории
Токаревой. Там написано, что «математика – это то, что можно
объяснить».

Вместе с тем, в одном из интервью (1987) Владимир Игоревич го-
ворил о том, что «замечательное свойство математики, которым
можно только восхищаться, является непостижимая эффектив-
ность её наиболее абстрактных, и на первый взгляд, совершенно бес-
полезных, но красивых областей» – нет ли здесь мостика к определе-
нию из французского словаря? [1]

В прекрасном интервью Сергею Табачникову журналу «Квант»
(1990) В.И. Арнольд дал еще одно определение математики: «Слово
“Математика” означает наука об истине. Мне кажется, что совре-
менная наука (т.е. теоретическая физика вместе с математикой)
является новой религией – культом истины – основанной Ньютоном
триста лет назад» [2].

В.И. принадлежит много афоризмов, некоторые из которых не
грех повторить вновь и вновь. В том же интервью С. Табачникову
он отметил, что «Ученик – это не мешок, который надо наполнить,
а факел, который надо зажечь».

В связи с этой же проблемой «учитель-ученик» он отмечал, что
«И.Г. Петровский, один из моих учителей в математике, учил ме-
ня, что самое главное, что ученик должен узнать от учителя –
это что некоторый вопрос еще не решен. Дальнейший выбор вопроса
из нерешенных – дело самого ученика. Выбирать за него задачу – всё
равно, что выбирать сыну невесту» (из предисловия В.И. к его книге
«Задачи Арнольда»).

На вопрос «Применимо ли к математике понятие моды?» Арнольд
дал такой ответ: «Развитие математики напоминает быстрое
вращение колеса, брызги с которого летят во все стороны. Мода
– это струя, уходящая от основной траектории по касательной.
Эти струи эпигонских работ всего заметнее, и в них основная
часть массы, но они неизбежно погибают через некоторое время,
оторвавшись от колеса. Чтобы остаться на колесе, нужно все
время прилагать усилия в направлении, перпендикулярном общему
потоку» (в этой связи С. Табачников замечает, что сам В.И. создавал
моду в математике больше, чем раз) [2, 3].
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Арнольд математический

Каков Владимир Игоревич в математике могут ответить только
его коллеги. На наш вопрос, что же выделяет В. Арнольда от других
математиков, мы получили несколько комментариев – получился
своего рода юбилейный peer review. Лауреат Филдсовской премии,
московско-принстонский математик Андрей Окуньков был краток и
на наш вопрос о значении В.И. для математики, улыбаясь, протянул
руку вверх, как люди обычно показывают на солнце или на Бога.
Другие математики были, на радость журналисту, более многословны
и выделили те аспекты дарования В.И., которые им кажутся самыми
важными.

* * *
Сергей Гельфанд, руководитель издательской программы Аме-

риканского математического общества (Associate Publisher for
Acquisition, American Mathematical Society):

Что является наиболее важной чертой в математическом
таланте Арнольда?

Это хороший вопрос, только я не знаю, как на него отвечать. Наи-
более ценна в Арнольде, по-моему, его уникальность. Я не берусь оце-
нивать, что хорошо, что плохо, но ценно то, как он думает про ма-
тематику, оценивает математику, занимается математикой, говорит
про математику. Так как делает это В.И. Арнольд – не делает никто
другой. И поэтому это очень ценно и мне кажется это – главное и
основное.

При этом все это, конечно, делается на совершенно высоком
уровне, и этим он сильно отличается от многих других людей. Он
говорит вещи интересные и важные, которые я нигде в других местах
не слышал [4].

* * *
Станислав Янечко (Stanislaw Janeszko), профессор, директор

Института математики Польской академии наук (Польша):
Что является наиболее важной чертой в математическом

таланте Арнольда, на Ваш взгляд?
Я думаю, что Арнольд – великий человек и главная черта его та-

ланта – это желание дойти до самой сути идей, в особенности, топо-
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логических и геометрических.
Наиболее важная его черта состоит в том, что он пытается найти

ключ к решению проблемы, своего рода универсальный базис, кото-
рый подходит для использования и в других областях математики.
Он – математик с очень универсальным талантом, вот почему у него
столько учеников.

А Вы можете себя назвать его учеником?
Да, могу, но с некоторыми оговорками. Вы понимаете, что есть

дистанция – я из другой страны, я лично встречал В. Арнольда лишь
несколько раз в жизни, но я его хорошо знаю по его статьям, его иде-
ям, его результатам. Он, на самом деле, человек, который производит
глубокое впечатление. Очень энергичный, готовый атаковать пробле-
мы. Мы видели реальную иллюстрацию этому сегодня. Его доклад
был очень интересным и энергичным (о лекции 20 августа 2007 г.).

* * *
Валерий Козлов, академик, вице-президент РАН, директор Ма-

тематического института им. В.А. Стеклова:
Что отличает В.И. Арнольда от других математиков?
Масштабность его творчества и широта мысли. Он не только и не

столько чистый математик. Он сделал чрезвычайно много в областях,
связанных с прикладной математикой, при всех условностях терминов
«чистая» и «прикладная» математика. Это и механика, и теоретиче-
ская физика и т.д.

Кроме того, в чистую математику В.И. привносит дух экспери-
ментирования. Сегодня в своем докладе (о лекции 20 августа 2007
г.) он интересно рассказывал о численных экспериментах, когда от-
вет совершенно не ясен и численные расчеты являются своего рода
аналогом физического эксперимента.

* * *
Сергей Ландо, проректор Независимого Московского универси-

тета, старший научный сотрудник НИИ Системных Исследований
РАН, декан факультета математики ГУ-ВШЭ :

В чем уникальность В.И. Арнольда как математика, уче-
ного и человека?

Вопрос не простой, потому что тут надо говорить о том, что его от-
личает от других математиков. И, пожалуй, прежде всего, это необы-
чайная универсальность. Он остался одним из немногих современных
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ученых, которые воспринимают математику в целом, не разбивая её
на отдельные части, а, видя взаимосвязи между, казалось бы, самыми
далекими областями математики.

И это поразительное умение выделять главное. Умение очистить
вопрос от всего необязательного и наносного, выделить зерно, которое
затем способно дать всходы. Вот то, что приходит в голову.

* * *
Анатолий Вершик, главный научный сотрудник Санкт-

Петербургского отделения математического института имени
В.А. Стеклова, президент Санкт-Петербургского Математического
Общества:

В чем уникальность Арнольда как математика, ученого и
человека?

Арнольд – это явление природы. И как у всякого явления приро-
ды, у него много сторон. Его колоссальную энергию, результаты его
многоплановой деятельности – надо уметь использовать (в мирных це-
лях). Его природной одаренностью можно восхищаться, его видение
науки и мира следует изучать, и, как и всякое явление природы, Ар-
нольд вряд ли подлежит даже справедливой критике. В общем – это
действительно особый феномен в современном математическом мире.
Я считаю, что в моем поколении он, может быть, один из 2-3 мировых
лидеров в математике; лидеров такого уровня в России не было дав-
но. Это и понятно, причина в трагическом возрастном разрыве между
нашим и предыдущими поколениями российских математиков – из-за
войны, репрессий и других известных событий.

В.И. – невероятно увлеченный человек, с огромным от природы
даром воспринимать мир в очень разных проявлениях, не только в
математике, но и в физике, биологии, литературе. Знаете ли Вы, что
ему принадлежит честь определения принадлежности эпиграфов к
«Евгению Онегину»? Это была известная проблема в пушкинистике,
я давно слышал о ней от моих друзей-филологов. Арнольд устано-
вил, что эпиграф к роману в стихах – это слегка переделанный кусок
письма из знаменитого романа в письмах «Опасные связи» Шодерло
де Лакло. Пушкинисты были поражены и удивлялись, как они сами
это не обнаружили, изучая французские мотивы у Пушкина. А ответ
очень простой: надо иметь мощное ассоциативное мышление, каким
владеет В.И. Один из его учеников спросил у другого, что тот думает
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по поводу одной фантастической связи, замеченной Арнольдом, меж-
ду двумя на первый взгляд далекими вещами, которыми эти ученики
занимались: «Как к этому относится – как к науке или как к рели-
гии?» На что второй резонно ответил – «Это – научно обоснованная
религия».

Очень хорошо помню приезд А.Н. Колмогорова с серией докладов
в Ленинград в 1957 г., в которых он, между прочим, упомянул Арноль-
да (тогда еще студента), как наиболее сильного молодого математика
Москвы. В.И. продолжает традицию своего учителя А.Н. Колмогоро-
ва: интересы и результаты обоих выходят далеко за пределы только
математики, в самой математике оба универсальны. Обоим принад-
лежат как решение трудных конкретных задач, так и создание новых
концепций. Но я думаю, что они – люди непохожих характеров, да
и время, на которое приходился расцвет деятельности А.Н. слишком
непохоже на наше время (Н.Д. – об одной истории переписки Арноль-
да и Колмогорова см. прим. 5).

Об В.И. можно много говорить как о педагоге. Его влияние на
учеников и на более широкую аудиторию – огромно. Его учебники и
статьи читают почти все математики. Его педагогические идеи увле-
кательны, однако далеко не всегда бесспорны, а его точки зрения и
их изложение иногда излишне обострены. Но, как сказано у кого-то
из французских поэтов: «Лишь крайность сообщает миру ценность,
лишь средний уровень – устойчивость».

Что касается меня, то я с ним дружу уже почти 50 лет. У нас с
ним в некотором смысле был общий учитель – Владимир Абрамович
Рохлин, очень известный математик, который получил образование в
Москве, а потом, после долгих и драматических странствий, переехал
в Питер, и жил последние 25 лет жизни в Питере. Он объединял ма-
тематическую молодежь Питера и Москвы тех лет, и она его очень
любила. Можно сказать, что его учениками в неформальном смысле
были и Дима (так мы все называем В.И. Арнольда), и С.П. Новиков,
и Я.Г. Синай, и Д.Б. Фукс и др.. Несколько лет назад мы выпустили
книгу, посвященную ему, и там есть воспоминания Арнольда, в кото-
рых он, с присущей ему экспрессией, нарисовал очень яркий портрет
В.А. Рохлина.

Его плодовитость как ученого, приближается к плодовитости чем-
пиона в этом деле, Леонарда Эйлера, 300-летие которого мы в Питере
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в прошлом году праздновали. Эйлер, как известно, написал около 800
работ, а Арнольд уже опубликовал 600 статей и 30 книг. Я думаю, что
у него есть хороший шанс догнать Эйлера.

В.И., как и почти все известные математики нашего и следующих
поколений, прошли через математические олимпиады. Это, как, впро-
чем, и другие причины, объясняет его неизменный интерес школьному
и элитному математическому образованию. Кстати, он один из ор-
ганизаторов Московского независимого университета, – несомненной
удачи деятельности московских математиков в 90-х гг. Сейчас идет
длительная борьба ученых с одной стороны и бюрократов с другой,
за то, чтобы сохранить лучшее в нашем образовании. Необходимость
сохранения лучших традиций не очень-то понимается теми, кто ори-
ентирован на сиюминутные интересы. Безнадежно пытаться наско-
ро сделать нечто новое да еще примитивными способами, в ущерб
сложившимся хорошим традициям. Мнения большинства профессио-
нальных математиков, выраженное, правда в экстремальной форме,
Арнольдом, состоит в том, что математику на всех уровнях образо-
вания надо сохранить, иначе интеллектуальная деградация общества
неизбежна.

* * *
Борис Хесин, профессор факультета математики Университе-

та в г. Торонто:
В чем уникальность Арнольда как математика, ученого и

человека?
В.И. – исключительный математик. Но мне кажется, не менее ва-

жен его удивительный и заразительный энтузиазм и в математике, и в
её преподавании. Когда мы были его студентами, Арнольд проводил
с нами бесконечное количество времени, часто объясняя нам самые
простые вещи. Ну, как можно забыть, как после семинара, на лавоч-
ке возле аудитории, он объяснял мне, что такое дифференциальные
формы и группы гомологий часа 3 подряд, до 11 вечера? Такая увле-
ченность математикой, такой энтузиазм, наверно, лежат в основе его
поразительного умения создать и сохранить целую научную школу.

Возвращаясь ко вкладу Арнольда в огромном количестве областей
– вот несколько математических теорий, которые носят его имя: тео-
рия Колмогорова-Арнольда-Мозера, топологическая гидродинамика,
теория особенностей...
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Многочисленные понятия названы его именем, наверное, навскид-
ку можно назвать около 20 самых разных вещей:

Диффузия Арнольда в упомянутой выше теории Колмогорова-
Арнольда-Мозера. Потоки Арнольда-Бельтрами-Чилдреса и крите-
рий устойчивости Арнольда в гидродинамике, динамо Арнольда-
Коркиной, теорема Лиувилля-Арнольда в теории интегрируемых си-
стем.

Отображение Арнольда в динамических системах, которое часто
называют «отображением Арнольдовской кошки», потому что Ар-
нольд в своей книге нарисовал кошку, растягиваемую этим отобра-
жением. Так это название и закрепилось.

Языки Арнольда в теории бифуркаций. Нормальные формы мат-
риц Жордана-Арнольда. Уравнение Эйлера-Арнольда геодезических
на группах Ли. Есть спектральная последовательность Арнольда в
теории особенностей.

Решение Колмогоровым и Арнольдом 13-й проблемы Гильберта.
Есть много задач из теории предельных циклов, которые связаны с
проблемой Гильберта-Арнольда о нулях абелевых интегралов.

Есть всевозможные гипотезы Арнольда в симплектической геомет-
рии, по существу, породившие симплектическую топологию. А так-
же соотношение Арнольда в когомологиях группы кос, инварианты
Арнольда у кривых на плоскости. Наконец, неравенство Арнольда,
сравнение Арнольда и его метод комплексификации в вещественной
алгебраической геометрии.

* * *
Михаил Цфасман, зав. сектором алгебры и теории чисел Ин-

ститута проблем передачи информации РАН, ведущий научный со-
трудник Национального центра научных исследований (CNRS; Фран-
ция), проректор по научной работе и профессор Независимого Мос-
ковского университета, директор российско-французской лаборато-
рии им. Понселе, главный редактор Moscow Mathematical Journal :

В чем уникальность математического дарования В.И. Ар-
нольда?

Для меня Владимир Игоревич как математик – это не только уни-
кальное математическое дарование, хотя оно у него, безусловно, есть,
а представитель плеяды моих учителей. Каждый из них и лично, и
научно отличаются друг от друга, но вместе именно они и есть то,

21



что я называю «Московская математическая школа». Одна из глав-
ных особенностей этой школы – взгляд на математику как целое, ши-
рота охвата, нежелание остаться узким специалистом в одном из ее
медвежих углов.

Что касается взгляда Арнольда на математику, то я бы отметил
две характерных особенности. Во-первых, его подход всегда геометри-
чен, и это мне очень импонирует. Вторая вещь, которая отличает В.И.,
это что он всегда любил физику. Он в какой-то мере представитель
еще того поколения XIX-го века, для которых физика и математика
– одна наука. И хотя любой физик, конечно, скажет: «Нет, нет, Ар-
нольд – это математик», у него сохранился интерес к физике и умение
пользоваться физической интуицией в математических задачах и на-
оборот.

Не могли бы Вы пояснить, что значит геометричен? Обра-
зен?

В школе все мы изучали алгебру и геометрию. В алгебре в ос-
новном учили чему? Раскрывать скобки, т.е. проводить формальные
вычисления, а в геометрии надо было увидеть задачу. Математика
состоит, с одной стороны, из формальных рассуждений, а с другой
стороны – из видения объекта. В отличие от школьной геометрии,
в современной математике картинка или рисунок – это, скорее, об-
раз, чем точный чертеж. Но, вместе с тем, наряду с формальными
вычислениями, в математике важно уметь создать и понять такой об-
раз. В лучших работах алгебра, геометрия и математический анализ
идут рука об руку. Если у вас есть задача по геометрии, то вы, при
желании, можете задать систему координат, тогда, допустим, у вер-
шин треугольника будут координаты, и вашу задачу можно целиком
написать в уравнениях. Я учился с очень сильным математиком (из
него потом получился замечательный ученый), который все задачи
в старших классах решал таким образом. Он говорил: «Ну, а что?
В геометрии думать надо, а здесь я всё обозначил и вперед!». Надо
сказать, что он потом стал геометром, но это много позже. Труднее об-
ратное, у вас есть формальная задача, так сказать, «буквы», а нужно
получить её геометрическое видение.

Соответственно, можно создавать структуры, а можно их откры-
вать и глядеть на то, как они устроены. И геометрический взгляд –
это попытка понять и увидеть «в простом ведении», как они устроены.
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Арнольд поэтический

В интервью «Кванту» на вопрос C. Табачникова «Когда вы до-
казываете теорему, вы её «создаете» или «открываете»?», Владимир
Игоревич ответил, что, безусловно, испытывает ощущение, что он
открывает нечто, «существовавшее и без меня», а затем продекла-
мировал строки А.К. Толстого:

Тщетно, художник, ты мнишь, что
Творений своих ты создатель,
Вечно носились они над Землею,
Незримые оку. . .
Много в пространстве невидимых
Форм и неслышимых звуков,
Много чудесных в нем есть
сочетаний и слова и света.

Говоря об ошибках в математике, В.И. заметил, что «Ошибки –
важная и инструктивная часть математики, возможно, такая же
важная часть, как и доказательства. Доказательства для матема-
тики подобно тому, что правописание (или даже каллиграфия) для
поэзии. Математическая работа обязательно должна включать до-
казательства, как поэма должна содержать слова» [6].

Вышеприведенные ссылки на поэзию не случайны. Владимир
Игоревич любит поэзию и знает наизусть множество стихов. На
нашу просьбу прочитать свое любимое стихотворение он сказал: «Я
люблю так много стихов, что мне даже трудно выбрать», но затем
продекламировал строки Бориса Пастернака (1931 г.)

Есть в опыте больших поэтов
Черты естественности той,
Что невозможно, их изведав,
Не кончить полной немотой.
В родстве со всем, что есть, уверясь
И знаясь с будущим в быту,
Нельзя не впасть к концу, как в ересь,
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В неслыханную простоту.
Но мы пощажены не будем,
Когда её не утаим.
Она всего нужнее людям,
Но сложное понятней им.

Арнольд отметил, что «это – специальное стихотворение про ма-
тематику, одно из самых замечательных стихотворений Пастерна-
ка. На мой взгляд, он очень много про науку понимал, про матема-
тику». На этих словах В.И. задумался и еще раз повторил, что у него
«очень много любимых стихотворений».

Далее он продекламировал такие строки:

Бессмертник сух и розов. Облака
На свежем небе вылеплены грубо.
Единственного в этом парке дуба
Листва еще бесцветна и тонка.
Лучи зари до полночи горят.
Как хорошо в моем затворе тесном!
О самом нежном, о всегда чудесном
Со мной сегодня птицы говорят.

А затем сказал: «Вот, пожалуйста. А это Анна Андреевна
Ахматова (Н.Д. - стихотворение 1916 г.). И с ней у меня связана,
между прочим, ужасная глупость. Она в 1962 году очень хотела со
мной познакомиться, звала в гости, а я к Анне Андреевне не пошел.
Как-то забоялся. Я гораздо ближе был знаком с её сыном Львом
Гумилевым. Он был такой странный человек. Но с ним то мы были
хорошо знакомы, а с ней то нет, хотя она звала», – на этих словах
Владимир Игоревич засмеялся и пояснил нам причину: «Я испугался
своей ничтожности: что я, а что она!».

Примечания и полезные ссылки:
1. S. Zdravkovska. Conversation with Vladimir Igorevich Arnold //

Math. Intelligencer. 1987. Vol. 9. No. 4. P. 28–32.

2. Интервью С. Табачникова с В.И. Арнольдом // «Квант». 1990.
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№7. С. 2-7, 15.
3. Рецензия С. Табачникова на книгу Arnold’s Problems by Vladimir

I. Arnold.
4. С. Гельфанд также рассказал о том, что издательская программа

Американского математического общества публикует книги матема-
тиков разных стран мира на английском языке, и 15

5. В своем комментарии «Полит.ру» В.И. Арнольд вспомнил о сво-
ем критическом письме Колмогорову, посвященную его идеям в обла-
сти математического образования: «Я помню, что я ему написал такие
слова, которые он комментирует в своем ответе. Он пишет: “Больше
всего мне понравились две последние фразы в этом письме. Они мне
понравились потому, что можно прочитать, чтобы было в них до за-
черкивания. Так вот там было написано так: “Раскаиваюсь, что своей
критикой хотел вас обидеть”. Потом было зачеркнуто. А потом напи-
сано: “Каюсь”, а вместо “обидеть” поставлено “мог вас огорчить”, т.е.
“Каюсь, что своей критикой мог вас огорчить”. Что-то такое. А потом
он сказал: “Оба исправления совершенно замечательные. Первое по-
тому, что я давно знаю, что В.И. Арнольду раскаиваться в чем бы то
ни было никогда не свойственно. Он каяться может, а раскаиваться
нет. А второе тоже правильно, потому что обидеть меня не так уж
легко"».

6. V. Arnold. Polymathematics: is mathematics a single science or a
set of arts? Mathematics: frontiers and perspectives // Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 2000. P. 403–416.

7. В. И. Арнольд. Истории давние и недавние (исторические мини-
атюры)
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Квадратичные когомологии

Аграчев А. А. (Россия, Италия)
International School for Advanced Studies (SISSA)

Математический институт им. В.А. Стеклова РАН
agrachev@sissa.it

Теория Морса позволяет восстанавливать топологию пространства
решений неравенства a(x) ≤ 0 через критические точки функции a .
Попытка построить подобную теорию для систем неравенств и урав-
нений приводит к некоторым гомологическим инвариантам семейств
функций. После общего введения будет рассказано, что из этого по-
лучается в случае семейств квадратичных форм.

Индекс векторных полей на многообразиях с
особенностями

Александров А. Г. (Россия)
Институт проблем управления РАН, Россия

ag_aleksandrov@mail.ru

Пусть X = (X, o) – росток комплексного многообразия в отмечен-
ной точке, dim X = n ≥ 1, Ωp

X – модуль ростков голоморфных форм
на X степени p ≥ 0, Der(X) = Hom(Ω1

X , OX) – модуль регулярных
векторных полей и V ∈ Der(X). Заметим, что Ωp

X = 0 при p < 0
и p > m, где m – вложенная размерность ростка. Далее, внутрен-
нее умножение (стягивание) векторных полей и дифференциальных
форм ιV : Ωp

X −→ Ωp−1
X определяет структуру убывающего комплек-

са на семействе Ωp
X , поскольку ι2V = 0. Соответствующий комплекс

называется стягиваемым комплексом де Рама и обозначается через
(Ω•

X , ιV), а его группы гомологий – через H∗(Ω•
X , ιV).

Обозначим через Ω̂•
X = (Ω̂•

X , ιV) усечённый стягиваемый комплекс
де Рама

0 → Ωn
X

ιV−−→ Ωn−1
X

ιV−−→ Ωn−2
X → · · · → Ω1

X

ιV−−→ OX → 0
и предположим, что все его группы гомологий – конечномерные век-
торные пространства. Тогда характеристика Эйлера-Пуанкаре

26



χ(Ω̂•
X , ιV) =

∑n
i=0(−1)i dimCHi(Ω̂

•
X , ιV)

называется гомологическим индексом векторного поля в отмеченной
точке o ∈ X и обозначается через Indhom,o(V). Понятие гомоло-
гического индекса было введено в работе [1] для векторных полей,
заданных на приведенном комплексном аналитическом пространстве
чистой размерности n ≥ 1 с конечномерными группами гомологий
Hi(Ω̂

•
X , ιV). В неособых точках пространства X гомологический ин-

декс совпадает с локальным топологическим индексом, или с локаль-
ным индексом Пуанкаре-Хопфа, для гиперповерхностей и полных пе-
ресечений с изолированными особенностями гомологический индекс
равен GSV-индексу и т.д.

Займемся теперь дальнейшим развитием метода работы [2], где
вводится понятие логарифмического индекса, с помощью которого
нетрудно вычислить гомологический индекс векторного поля на ги-
перповерхностях с произвольными особенностями. Пусть Z – подмно-
гообразие особенностей X, U = X \ Z и j : U → X – естественное
вложение. Тогда для каждого p ≥ 0 существует стандартная точная
последовательность OX -модулей

0 −→ H0
Z(Ωp

X) −→ Ωp
X −→ j∗j∗Ω

p
X −→ H1

Z(Ωp
X) −→ 0.

В самом общем случае пучки мероморфных дифференциальных
p -форм j∗j∗Ω

p
X , p ≥ 0, вообще говоря, не когерентны. Однако, все-

гда существует (не обязательно единственный) когерентный подпучок
Fp

X ⊂ j∗j∗Ω
p
X такой, что Ωp

U
∼= Fp

X |U .
Предположим, что стягивание вдоль ограничения векторного по-

ля V на Ωp
U можно продолжить на Fp

X таким образом, что оно будет
совместимо с морфизмами индуцированной точной последовательно-
сти

0 −→ H0
Z(Ωp

X) −→ Ωp
X −→ Fp

X −→ #Ω
p
X −→ 0,

где #Ω
p
X ⊆ H1

Z(Ωp
X) при 0 ≤ p ≤ n. Тогда, обозначая продолжение

стягивания ιV тем же символом, легко понять, что существует ана-
логичная точная последовательность убывающих комплексов и, если
все группы гомологий – конечномерны, то

χ(Ω•
X , ιV) = χ(F•

X , ιV) + χ(H0
Z(Ω•

X), ιV)− χ(#Ω
•
X , ιV).

Предположим теперь, что X – многообразие Коэна-Маколея и ωn
X

– дуализирующий модуль Гротендика. Тогда в качестве Fp
X можно

взять ωp
X = HomOX

(Ωn−p
X , ωn

X) – (когерентный) пучок ростков регу-
лярных мероморфных p -форм на X, поскольку ωp

X ⊆ j∗j∗Ω
p
X для
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всех p. В частности, ωp
X = 0 при p < 0 и p > n. Хорошо известно,

что для нормальных многообразий это вложение – равенство. Кроме
того, для кривых Коэна-Маколея, квазиоднородных поверхностей Го-
ренштейна, полных пересечений с изолированной особеннностью мож-
но доказать, что χ(#Ω

•
X , ιV) = 0. В этих случаях гомологический ин-

декс выражается через индексы подкомплекса кручения (H0
Z(Ω•

X), ιV)
и комплекса (ω•X , ιV) и т.д.

Иногда в роли Fp
X удобно использовать пучки ростков дифферен-

циальных p -форм, продолжаемых определенным образом с регуляр-
ной части многообразия на его разрешение, пучки L2 -интегрируемых
форм, слабо голоморфных форм и пр.
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Об одной краевой задаче для обыкновенного
дифференциального уравнения второго порядка

с дробной производной в младшем члене

Алероев Т. С. (Россия)
Московская государственная Академия

коммунального хозяйства и строительства
aleroev@mail.ru

В интервале I = {x : 0 < x < 1} рассматривается оператор A ,
порожденный уравнением
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u′′ + εDα
0xu + uλ = 0, 0 < α < 1, (1)

и краевыми условиями

u(0) = 0, u(1) = 0, (2)

где Dα
0x - оператор дробного (в смысле Римана-Лиувилля) диф-

ференцирования порядка α :

Dα
0xu =

1

Γ(1− α)

d

dx

x∫

0

u(t)

(x− t)α
dt.

К задаче (1)-(2) эквивалентно редуцируются многие прямые и об-
ратные краевые задачи, ассоциированные с вырождающимся гипер-
болическим уравнением [1]. В частности, первая краевая задача для
уравнения колебания струны с учетом трения в среде с фрактальной
геометрией.

Теорема. Для последовательности собственных значений λn и со-
ответствующих собственных функций un оператора A справедливы
формулы

λ−1
n = (n ∗ π)2 − 2ε

Γ(3− α)
,

un(x) =
x√

2ε2−α

Γ(3−α)
− λnx2

∗ sin

√
2ε2−α

Γ(3− α)
− λnx2.

Из теоремы следует, что оператор A , так же как и сегментный
континуум [2]-[3], обладает следующими основными осцилляционны-
ми свойствами:

1. все собственные числа являются простыми;
2. основной тон не имеет узлов;
3. собственное колебание с частотой λj (j-ый обертон) имеет точно

j узлов;
4. узлы двух последовательных обертонов перемежаются.
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Во многих приложениях возникает необходимость решения мо-
дельных задач для уравнений нестационарного переноса в областях
с подвижной границей [1]. Вследствие зависимости размера области
от времени, тем более когда область вырождается в некоторых точках,
не всегда удается согласовать решение уравнения теплопроводности с
движением границы области теплопереноса.
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Поэтому вопрос об исследовании краевых задач в области с вы-
рождением в начальный момент времени является актуальным.

Постановка задачи. В области G = {(x, t) : t > 0, 0 < x < t}
рассмотрим однородную граничную задачу

ut(x, t)− a2uxx(x, t) = 0, (1)

u(x, t)|x=0 = 0, u(x, t)|x=t = 0, (2)
√

t exp{−3(t− x)/(4a2)− εt} · u(x, t) ∈ L∞(G). (3)

Например, функция ũ(x, t) = x2 + 2a2t, {x, t} ∈ G, являющаяся ре-
шением уравнения (1), принадлежит классу (3).

Сведение к интегральному уравнению. Решение уравнения
(1) имеет представление [2]:

u0(x, t) =
1

2a
√

π

t∫

0

x

(t− τ)
3
2

exp

{
− x2

4a2(t− τ)

}
ν0 (τ) dτ+

+
1

2a
√

π

t∫

0

x− τ

(t− τ)
3
2

exp

{
− (x− τ)2

4a2(t− τ)

}
ϕ0(τ) dτ, (4)

из которой согласно условий (2) получим интегральное уравнение от-
носительно неизвестной плотности ϕ0(t) :

ϕ0(t)−
t∫

0

K(t, τ) ϕ0(τ) dτ = 0, (5)

K(t, τ) = exp

(
−t− τ

4a2

)
1

2a
√

π

{
t + τ

(t− τ)
3
2

exp

(
− tτ

a2(t− τ)

)
+

1

(t− τ)
1
2

}
,

ν0(t) =
1

2 a
√

π

t∫

0

τ

(t− τ)
3
2

exp

{
− τ 2

4a2(t− τ)

}
ϕ0(τ) dτ, (6)

Применяя для интегрального уравнения (5) метод регуляризации
Карлемана-Векуа, получаем неоднородное уравнение Абеля второго
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рода [3, 4]. Решение последней дает нам существование нетривиаль-
ного решения первоначальной задачи (1)–(2) из класса (3). Таким об-
разом, нами установлено

Утверждение. Спектральная задача

ut − a2uxx = λu, u|x=0 = 0, u|x=t = 0, t > 0; (7)

имеет собственное значение λ0 = 0 и собственную функцию
u0(x, t) , определяемую нетривиальным решением интегрального
уравнения (5), соотношения (6) и согласно представления (4).

Как следствие этого утверждения получаем, что спектр задачи (7)
составляет множество {λ|Reλ ≤ 0} ⊂ C. Более того, если ε = 0 , то
(3) определяет класс единственности решения для задачи (1)–(2) при
неоднородных данных.
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Пусть f(x) = xn+an−1x
n−1+. . .+a0 — приведенный многочлен сте-

пени n , а Syl (f, f ′) — матрица Сильвестра размера (2n−1)×(2n−1) ,
составленная из коэффициентов многочлена f и его производной.
Тогда определитель матрицы Syl (f, f ′) с точностью до знака равен
дискриминанту D(f) многочлена f . Дискриминантным множеством
D(f) назовем множеством всех точек в пространстве Π = Rn ко-
эффициентов (a0, a1, . . . , an−1) , на которых дискриминант D(f) = 0 .
Его изучение важно при решении проблемы устойчивости положений
равновесия механических систем, а его структура оказывается тесно
связана с кратностью корней многочлена f(x) (см. пример в [1]).

Кратность корней многочлена f(x) определяется в терминах суб-
дискриминантов последнего и устанавливается следующей теоремой.
Определение. Определитель матрицы, получающийся из матрицы
Сильвестра вычеркиванием первых и последних k строк, первых и
последних k столбцов ( k < n ), называется k -ым субдискриминан-
том дискриминанта D(f) и обозначается D(k)(f) . При k = 0 имеем
сам дискриминант многочлена f(µ) : D(0)(f) ≡ D(f) .
Теорема [1] Для того, чтобы многочлен f(x) имел d кратных кор-
ней, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

D(0)(f) = . . . = D(d−1)(f)︸ ︷︷ ︸
d

= 0, D(d)(f) 6= 0,

при этом кратные корни многочлена f(x) есть корни многочлена,
который выражается через матрицу Сильвестра следующим обра-
зом:

GCD (f, f ′) = D(d)µd + det M
(1)
d µd−1 + · · ·+ det M

(d)
d ,

где матрица M
(j)
d есть d -й иннор матрицы, получаемой из матри-

цы Сильвестра заменой d+1 -го справа столбца на ее же j -й справа
столбец. Π = Rn
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Многочлен f(x) имеет n − 1 нетривиальный субдискриминант,
каждый из которых есть квазиоднородный многочлен. Можно пока-
зать, что первые субдискриминанты D(i)(f) , i = 0, . . . , [n/2]− 1 мно-
гочлена f(x) имеют носители в пространстве показателей степеней,
лежащие на параллельных гиперплоскостях, и, следовательно, упро-
щаются одним и тем же степенным преобразованием [2]. Нормальный
вектор к этим гиперплоскостям задает степенную асимптотику пове-
дения дискриминантного множества D(f) на бесконечности.

Решением системы уравнений D(0)(f) = D(1)(f) = . . .
. . . = D(n−1)(f) = 0 служит одномерное многообразие M1 с пара-
метризацией ai = Ci

nt
n−i , i = 0, . . . , n−1 , на котором многочлен f(x)

имеет единственный корень x = −t кратности n . Рассматривая M1

как огибающую семейства прямых получим двумерное многообразие
M2 , на котором многочлен f(x) имеет два корня: кратности n− 1 и
1 , соответственно. Многообразие M2 , в свою очередь, является оги-
бающей семейства плоскостей, образующих трехмерное многообразие
M3 , на котором многочлен имеет один корень кратности n−2 и пару
простых корней. Продолжая эту конструкцию можно построить n−1
многообразие Mi размерности i , i < n , на каждом из которых мно-
гочлен f(x) имеет один корень кратности n + 1− i и i− 1 простых
корней. Многообразия Mi , i > 2 могут самопересекаться, тогда в
точках самопересечения число различных корней уменьшается, а их
кратность увеличивается.

Построены примеры дискриминантных множеств многочленов сте-
пени n < 6 , у которых число ненулевых коэффициентов равно 3.
Показано, что особым точкам порядка k дискриминантного множе-
ства D(f) соответствуют такие значения коэффициентов, при кото-
рых многочлен f(x) имеет корни кратности k + 2 .
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Пусть алгебраическая группа G действует на пространстве ком-
плексных однородных рациональных p -форм степени n линейными
заменами координат. В данной работе мы строим поле дифференци-
альных инвариантов этого действия и в терминах этого поля решаем
проблему G -эквивалентности однородных форм.

Рассмотрим стандартную связность Γ на пространстве Cp и
модуль Σ симметрических функций на пространстве кокасатель-
ного расслоения к Cp . Определим симметрический дифференциал
ds

Γ := Sym ◦ dΓ : Σ → Σ по этой связности и его поднятие d̂s
Γ в про-

странства джетов.
Предложение. Горизонтальные k -формы

Q1 := d̂u, Qk := d̂s
ΓQk−1, k > 2

на пространствах k -джетов являются G -инвариантными.
С помощью этих k -форм построим инвариантные дифференциро-

вания

∇1 := 〈Q3, Q
∗
2〉∗, ∇i := Di−1∇1, i = 2, . . . , p− 1,

где D : t 7→ 〈〈Q3,∇1〉, t〉∗ , и дифференциальные инварианты

Jα := Q3(∇α1 ,∇α2 ,∇α3)

1Работа выполнена при поддержке фонда Саймонса и гранта Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки молодых российских ученых
- кандидатов наук МК-32.2011.1
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(где α := (α1, α2, α3) — упорядоченный набор индексов).
Замечание. Под дифференциальным инвариантом мы понимаем

G -инвариантную рациональную функцию на пространстве джетов.
Теорема 1. ([1]) Поле дифференциальных инвариантов линейно-

го действия алгебраической группы G на пространстве однородных
рациональных форм порождается дифференциальными инварианта-
ми Im порядка 2, дифференциальными инвариантами Jα порядка 3
и инвариантными дифференцированиями ∇1 , . . . , ∇p−1 .

Из этой теоремы получается описание G -орбит однородных ра-
циональных p -форм. Для этого рассмотрим дифференциальные ин-
варианты Im , Jα , ∇i(Jα) порядка 4 и их ограничения на данную
форму f . Эти ограничения являются однородными рациональными
функциями от p переменных. Обозначим через Sf множество алгеб-
раических зависимостей между этими функциями.

Теорема 2. ([1]) Однородные рациональные p -формы f и f̃ сте-
пени n являются G -эквивалентными если и только если Sf = Sf̃ .

В частном случае действия группы GL2(C) на пространств бинар-
ных форм получается более простая классификация.

Теорема 3. ([2]) Поле дифференциальных инвариантов действия
группы GL2(C) на пространстве бинарных форм свободно порож-
дается дифференциальным инвариантом J := (∇H)2/H3 порядка
2 и инвариантным дифференцированием ∇ := u01

u
d
dx
− u10

u
d
dy

(здесь
H := (u20u02 − u2

11)/u
2 ).

Соответствующий бинарной форме идеал зависимостей Sf явля-
ется главным: Sf = (Ff ) , где Ff — многочлен зависимостей для
инвариантов J и ∇J .

Теорема 4. ([2]) Бинарные формы f и f̃ степени n являются
GL2(C) -эквивалентными если и только если Ff = Ff̃ .

Подробное описание поля дифференциальных инвариантов в слу-
чае действия группы GL3(C) можно найти в [2].

Литература

[1] Бибиков П.В., Лычагин В.В. Классификация линейных действий
алгебраических групп на пространствах однородных форм //
ДАН. – 2012. – т.442, N6. – С.732–735.

[2] Bibikov P.V., Lychagin V.V. Projective classification of binary and

36



ternary forms // J. Geometry and Phisics. – 2011. – vol.61, N10. –
P.1914–1927.

Нешлезингеровские изомонодромные
деформации

Бибило Ю. П. (Россия)
ИППИ

y.bibilo@gmail.com

Рассматривается система линейных дифференциальных уравне-
ний на C

dy

dz
= A0(z)y, (1)

матрица A0(z) коэффициентов которой мероморфна. Матрица A0(z)
представима в виде

A0(z) =
n∑

i=1

ri+1∑

k=0

A0
i,k

(z − a0
i )

k
.

Особые точки a0
1, . . . , a

0
n ∈ C системы могут быть регулярными либо

иррегулярными. Особая точка a0
i – регулярная, если в любом секторе

конечного раствора с вершиной в этой точке фундаментальная мат-
рица решений системы (1) имеет полиномиальный рост, в противном
случае – иррегулярная.

Допустим, исходная система (1) включена в семейство

dy

dz
= A(z, t)y, A(z, t) =

n∑
i=1

ri+1∑

k=0

Ai,k(t)

(z − ai(t))k
, t ∈ D(t0),

A(z, t0) = A0(z).

(2)

Семейство (2) изомонодромно, если найдется дифференциальная 1-
форма ω , которая
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1) удовлетворяет равенству ω = A(z, t)dz при каждом фиксированном
значении t ,
2) интегрируема, то есть выполнено равенство dω = ω ∧ ω [1] .

Набор параметров деформации t состоит из особых точек
a1, . . . , an и коэффициентов β1, . . . , βh , стоящих в показателях экс-
поненциальных множителей локальных фундаментальных матриц.

Джимбо и Мива построили изомонодромную деформацию систе-
мы (1) в случае общего положения (все иррегулярные особенности –
нерезонансные) [2] . Если исходная система (1) – фуксова (все осо-
бености являются полюсами первого порядка матрицы коэффициен-
тов), то деформация Джимбы и Мивы сводится к Шлезингеровской
деформации. Однако, известно, что существуют нешлезингеровские
деформации фуксовых систем. По аналогии с фуксовым случаем, на-
зовем изомонодромную деформацию системы (1) нешлезингеровской,
если соответствующая дифференциальная форма ω имеет структуру,
отличную от

ωs =
n∑

i=1

ri+1∑

k=0

Ai,k(t)

(z − ai)k
d(z − ai) +

h∑
j=1

Bj(z, t)dβj.

В докладе приводятся примеры таких нешлезингеровских деформа-
ций. В частности, рассматривается изомонодромная деформация, за-
данная дифференциальной формой

ω =

(
1 0
0 1

)
d(z + a)

(z + a)2
+

(
1 0

− 2a
a2−1

0

)
d(z + a)

z + a
+

+

(
0 0
2a

a2−1
0

)
da

z + a
+

(
0 −6a
0 −1

)
dz

z
+

+

(
2 3 + 3a
1

1+a
−1

)
d(z − 1)

z − 1
+

( −3 −3 + 3a
1

a−1
2

)
d(z + 1)

z + 1
.

(3)
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Особенности поля дисперсионных кривых в
задачах устойчивости неклассических
трансзвуковых пограничных слоев 2

Богданов А. Н. (Россия)
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Асимптотическая конструкция, моделирующая механизм свобод-
ного взаимодействия возмущений в пограничном слое с внешним тран-
сзвуковым потоком, приводит к следующей краевой задаче:

∂2ϕ

∂t∂x
+ K∞

∂2ϕ

∂x2
− ∂2ϕ

∂y2
= 0 ,

∂ϕ(t, x, 0)

∂x
= −p(t, x),

∂ϕ(t, x, 0)

∂y
= −∂A(t, x)

∂x
,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y`

= −∂p

∂x
+

∂2u

∂y2
`

,
∂u

∂x
+

∂v

∂y`

= 0 ,
∂p

∂y`

= 0 ,

2Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (код проекта 11-01-00842).
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y` = 0 : u = v = 0 , y` →∞ : u → y` + A(t, x) .

Интересным обстоятельством является возможность описания по-
средством указанной системы потери устойчивости [1—3], а также мо-
дификация модели за счет учета второй производной по времени [4].

Будем искать возмущение малой амплитуды ε этого решения в
виде

u = y` − ε
df(y`)

dy`

eik(x−ct)
,

v = iεkf(y`)eik(x−ct)
,

p = εeik(x−ct)
,

A = εQ◦eik(x−ct)
,

ϕ = ε F (y)eik(x−ct)
.

Возникающая задача для комплекснозначных функций
f(y`) , F (y) является задачей на собственные значения. Ее решение
существует не при всех значениях фазовой скорости c и волнового
числа k возмущений. Рассматриваемая задача имеет решение, если
параметры c и k связаны дисперсионным соотношением

dAi(ζ)

dZ




∞∫

ζ

Ai(Z) dZ



−1

=
i1/3k4/3

(c−K∞)1/2
, ζ = −i1/3k4/3c .

Анализ дисперсионного соотношения показывает существование
бесконечного спектра возмущений, являющихся волнами Толлмина-
Шлихтинга, причем первая мода из упомянутого спектра может быть
как устойчивой, так и неустойчивой. При изменении трансзвукового
параметра подобия K∞ указанная мода демонстрирует поведение,
подобное бифуркационному: существует критическое значение K∗

∞ ,
превышение которого приводит к качественной перестройке поведе-
ния дисперсионных кривых.
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Спонтанные симметрии в теории прямых
измерений

Богданов Р. И. (Россия)
НИИЯФ МГУ

bogdanov@bogdan.sinp.msu.ru

Богданов М. Р. (Россия)
МГУ ИЭ

bogdanov@bogdan.sinp.msu.ru

В [1] Д.И. Блохинцев делает замечание о том, что обилие откры-
тых «элементарных» частиц возможно найдёт объяснение в теории
прямых измерений. Мы делаем первые шаги на этом пути, привлекая
идеи теории бифуркаций, внимание к задачам которой пропагандиро-
вал В.И. Арнольд.
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Теория прямых измерений вместо традиционного подхода кванто-
вой механики с привлечением квадратичных функционалов на про-
странстве волновых функций имеет дело с линейными функционала-
ми, что открывает новые возможности.

Прямые измерения в квантовой механике.

В [3] изложена теория прямых измерений по Эренфесту-Пуанкаре
(название объяснено там же) для одномерного нестационарного урав-
нения Шредингера (см.[4])

ih
∂Ψ

∂t
= − ~

2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ U (x, t) Ψ (1)

Напомним, что прямым измерением V в момент времени t назы-
вается линейный функционал над полем комплексных чисел t

l : ψ (x, t) → C, (2)

где образ зависит от t при изменении времени.
Обозначения. Через S = r (x, t) eiφ(x,t) обозначим кусочно-

аналитическую функцию, где r и ϕ вещественные. Через A обо-
значим одно из колец функций C [r] , C [[r]] , E (r) (функции класса
C∞ от r ).

Определение. S называется замыкающей функцией, если левый
модуль A·ipφ инвариантен относительно сдвигов во времени t 7→ t+a ,
a ∈ R , p ∈ R .

Дискретизация и локализация прямых измерений.

Определение. Левый модуль измерений над кольцом A назо-
вем дискретным прямым измерением, если существует минимальное
T ∈ R, T > 0 :

A · l (nT ) ⊂ A · l (t)|t=0 (3)

Определение. Локальным дискретным прямым измерением назо-
вем такое измерение, что A · l (nT ) почти инвариантно, т.е. принадле-
жит к A · l (t)|t=0 с точностью до аддитивного слагаемого ε (nT ) ψ ,
причем, ε (nT ) ψ → 0 при n →∞ .
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Теорема. Локальные дискретные прямые измерения существуют.
Дискретные локальные прямые измерения существуют в случае

общего положения и могут иметь произвольную скважность.

Спонтанные симметрии.

В случае конечнократного вырождения дискретного локального
прямого измерения существует версальная деформация с простран-
ством параметров Rk = {(µ)} .

Теорема. В базе версальной деформации существуют поверхности
коразмерности l − 1 , которым отвечают дискретные локальные син-
хронные измерения в количестве l штук, изоморфные группе ej(2πi/l) ,
1 ≤ j ≤ l .

Заключение.

Слово «спонтанные» в названии связано с тем фактом, что симмет-
ричные прямые измерения лежат в тощем множестве в пространстве
параметров.

Название «прямое» измерение предложено В.И. Арнольдом в пер-
воначальных обсуждениях теории в 1984 году, в отличие от косвенных,
достаточно хорошо изложенных в [5].

Группы симметрий, которые возникают в «упругой» теории пря-
мых измерений (см.[3]) приводимы. В рамках слабо-диссипативной
теории Колмогорова-Арнольда-Мозера они являются неприводимы-
ми.

В заключение подчеркнем, что конечность групп симметрий воз-
никает благодаря синхронности и асинхронности прямых измерений.

Одному из соавторов очень приятно выразить глубокую благодар-
ность за полезное обсуждение А.Н. Колмогорову, В.И. Арнольду, Я.П.
Терлецкому, Д.В. Аносову, В.П. Маслову, В.Е. Захарову, В.А. Садов-
ничему и участникам его семинара.
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Особенности в теории псевдодифференциальных
уравнений

Васильев В. Б. (Россия)
Липецкий государственный технический университет

vbv57@inbox.ru

Сам термин "псевдодифференциальный оператор"появился в на-
чале 60-х годов прошлого столетия, и сейчас с уверенностью мож-
но сказать, что термин прижился и устоялся. Конечно, уже нет того
"запального"энтузиазма конца 60-х – начала 70-х, и многие уже не
употребляют этот термин, работая в конкретной ситуации с диффе-
ренциальным оператором в частных производных, или, скажем, со
сверткой. Хотя года два назад появился Journal of Pseudo Differential
Operators and Applications, но даже там термин "псевдодифференци-
альный оператор"встречается нечасто.

С каждым оператором обычно связывают какое-то уравнение, со-
держащее этот оператор. С учетом специфики псевдодифференциаль-
ных операторов – это уравнение вида

(Au)(x) = f(x), x ∈ M, (1)

где M – это многообразие, вообще говоря, с краем, на котором стан-
дартно вводятся пространства Соболева – Слободецкого Hs(M) , A
– псевдодифференциальный оператор (порядка α ), непрерывно дей-
ствующий из Hs(M) в Hs−α(M) , с эллиптическим символом A(x, ξ) .
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В том случае, когда M – гладкое многообразие без края, условие
эллиптичности оказывается необходимым и достаточным для фред-
гольмовости оператора A . Если же у многообразия M имеется да-
же гладкий край ∂M , ситуация существенно усложняется. В точках
границы ∂M появляется некий топологический индекс, обнуление ко-
торого обеспечивает фредгольмовость оператора. В том случае, когда
этот индекс ненулевой, требуется наличие дополнительных условий,
их называют граничными или краевыми [1]. Эти условия выбираются
таким образом, чтобы они были "согласованы"с оператором A так,
что уравнение (1) оказывается оказывается фредгольмовым. Такие
условия согласования обычно называют условиями Шапиро – Лопа-
тинского.

В этом докладе обсуждается вопрос, как описать фредгольмовость
уравнения (1), когда граница содержит особенности (точки негладко-
сти), конические точки, ребра различных размерностей, точки пика и
т.д. Существует много различных подходов и точек зрения на эту про-
блему. Автор предлагает подход [2], основанный на понятии волновой
факторизации эллиптического символа, который позволяет получать
многие результаты аналогично случаю гладкой границы.
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Топология течений жидкости и плазмы по
В.И.Арнольду

Веденяпин В. В. (Россия)
Институт прикладной математики им М.В.Келдыша РАН

МФТИ
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В работах [1−2] В. И. Арнольдом было предложено оригинальное
использование пары коммутирующих полей для описания топологии
стационарного движения несжимаемой жидкости. В докладе описы-
вается вывод уравнений Власова-Максвелла и Власова-Пуассона из
лагранжиана классической электродинамики. Вывод фактически сле-
дует [3] и приведён в [4, 8] . Выводятся уравнения типа МГД в про-
стейших случаях: с температурой равной нулю, как точное следствие
уравнений Власова-Максвелла, так и с температурой, не равной нулю,
как нулевое приближение метода Максвелла-Чемпена-Энскога. В по-
следнем случае получаются уравнения в дважды дивергентной форме
(форме Годунова [7, 8] ). Обсуждается тождество Лагранжа, которое
связывает эволюцию момента инерции

I(t) =
∑

α

∫
fα(t, x, p)x2 d3p d3x

с кинетической энергией системы

T (t) =
1

2

∑
α

∫
fα(t, x, p)v2

α d3p d3x.

Как известно, тождество Лагранжа связывает между собой вто-
рую производную от момента инерции системы материальных точек
через кинетическую энергию и однородную потенциальную энергию:
∂2I
∂t2

= 2(U − 2K), оно удобно здесь как тест для сравнения различных
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форм уравнений. В работе В.В.Козлова [5] тождество доказывает-
ся для уравнений типа Власова с двухчастичным взаимодействием, а
мы исследуем его форму для различных видов уравнения Власова и
МГД, получаем и сравниваем друг с другом тождество Лагранжа и его
обобщения в этих случаях. Обсуждаются точные решения уравнения
Власова-Максвелла-Пуассона в присутствии гравитации, где получа-
ются различные типы нелинейных эллиптических уравнений и траек-
торий частиц в зависимости от соотношений масс и зарядов частиц.
Обсуждается редукция стационарного уравнения Власова к системе
нелинейных эллиптических уравнений и смена типа уравнения при
критической массе m =

√
e2

G
, где G – гравитационная постоянная,

– заряд электрона.
Обсуждается вопрос о совпадении предельной функции с экстре-

малью Больцмана – условным максимумом энтропии при условии
сохранения линейных законов сохранения [8] . Рассматривается ана-
логия между уравнениями Власова и Лиувилля, лемма Арнольда-
Козлова [1, 2, 6] о коммутирующих векторных полях в модификациях
для уравнений Власова-Пуассона и Власова-Максвелла, вывод урав-
нений Гамильтона-Якоби и их обобщений из уравнений Лиувилля и
Власова [9] .
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О возникновении неклассических связей в
системах с качением 3

Влахова А. В. (Россия)
Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова

vlakhova@mail.ru

Моделирование систем с качением, как правило, связано с нало-
жением неголономных (кинематических) связей, запрещающих про-
скальзывания соприкасающихся поверхностей. В рамках традицион-
ного формально-аксиоматического подхода границы применимости
этой модели определяются условиями, при которых величины реак-
ций связей не превосходят предельных значений сил трения в точках
контакта. Вообще говоря, эти условия являются всего лишь необходи-
мыми для реализации движения без проскальзывания. В работе с ис-
пользованием конструктивного подхода [1] исследуются достаточные
условия реализации связей. Рассматриваются механические системы,

3Работа выполнена при поддержке гранта Правительства РФ для господдерж-
ки научных исследований, проводимых под руководством ведущих ученых, в ФГ-
БОУ ВПО "Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова"по
договору № 11.G34.31.0054.
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включающие подвижно сопряженные пары тел с одной относитель-
ной степенью свободы (так называемые кинематические пары), в каж-
дой из которых допускаются малые проскальзывания. Показано, что
предельный переход к бесконечной жесткости касательных компонент
контактных сил может привести как к классическим неголономным
системам с условиями непроскальзывания тел, так и к неклассическим
системам с первичными связями Дирака. Ситуации, когда возникают
те или иные связи, разделяются после рассмотрения порядков вели-
чин слагаемых, стоящих в правых и левых частях соотношений между
компонентами скоростей проскальзывания и обобщенными скоростя-
ми. Если обобщенные скорости являются конечными величинами, су-
щественно превосходящими компоненты скоростей проскальзывания,
то путем обобщения подходов [2 - 4] к реализации условий непроскаль-
зывания вязким или кулоновым трением может быть обосновано нало-
жение неголономных связей. Если порядки малости слагаемых в пра-
вых и левых частях указанных соотношений одинаковы за счет того,
что при части конечных обобщенных скоростей стоят малые множи-
тели, а другая часть обобщенных скоростей соизмерима с величинами
компонент скоростей проскальзывания, то в системе с использовани-
ем подхода [5] для систем с малыми массами могут быть реализованы
первичные связи Дирака. Эти связи, представляющие собой конеч-
ные соотношения между обобщенными координатами и импульсами,
возникают из-за вырождения лагранжиана предельной системы при
переходе к нулевым значениям малых обобщенных скоростей. Много-
образие, определяемое первичными связями, в общем случае не близко
к многообразию, задаваемому условиями непроскальзывания. Доста-
точные условия реализации связей находятся с применением методов
теории сингулярных возмущений и фракционного анализа [2, 6]. В
качестве примеров в работе рассмотрены задачи о движении автомо-
бильных и железнодорожных экипажей.
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О приводимости уравнения Шлезингера
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ИППИ РАН

vyugin@gmail.com

Гонцов Р. Р. (Россия)
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Рассматривается уравнение (система) Шлезингера

dBi(a) = −
n∑

j=1,j 6=i

[Bi(a), Bj(a)]

ai − aj

d(ai − aj), i = 1, . . . , n,

относительно матричных (размера p × p ) функций B1(a), . . . , Bn(a)
переменной a = (a1, . . . , an) ∈ D(a0) , где D(a0) – шар малого радиуса
с центром в точке a0 = (a0

1, . . . , a
0
n) пространства Cn \⋃

i6=j{ai = aj} .
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Это уравнение возникает как условие того, что фуксовы системы се-
мейства

dy

dz
=

( n∑
i=1

Bi(a)

z − ai

)
y, Bi(a

0) = B0
i , y(z) ∈ Cp, (1)

голоморфно зависящего от параметра a = (a1, . . . , an) ∈ D(a0) , име-
ют одну и ту же монодромию при всех a ∈ D(a0) . Такое семейство
называется изомонодромным шлезингеровским семейством. При этом
его показатели βj

i , – собственные значения матриц-вычетов Bi(a) , –
не зависят от a .

В работе изучается вопрос о приводимости семейства (1) к
(верхне)треугольному виду с помощью постоянного калибровочного
преобразования ỹ(z) = Cy(z) , C ∈ GL(p,C) . Необходимым усло-
вием такого приведения является треугольность матриц монодромии
данного семейства. Получены некоторые достаточные условия приве-
дения, основанные на результатах работы [1].

Предложение 1. Если матрицы монодромии шлезингеровского
семейства (1) верхнетреугольны, а показатели βj

i удовлетворяют
условию

Re βj
i > −1/n(p− 1), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p,

то найдется постоянная матрица C ∈ GL(p,C) такая, что мат-
рицы CBi(a)C−1 верхнетреугольны.

В следующем специальном случае оценки на показатели не требу-
ются и имеет место утверждение.

Предложение 2. Если матрицы монодромии шлезингеровского
семейства (1) верхнетреугольны и их жордановы формы состоят
из одной клетки, то найдется постоянная матрица C ∈ GL(p,C)
такая, что матрицы CBi(a)C−1 верхнетреугольны.

Рассмотрим теперь уравнение Шлезингера относительно треуголь-
ных матриц Bi(a) размера 2×2 . В таком случае неизвестными явля-
ются верхние правые элементы этих матриц. Уравнение Шлезингера
превращается в линейную пфаффову систему специального вида от-
носительно этих элементов – систему Жордана–Похгаммера. Извест-
ны интегральные представления для решений этой системы [2], [3].
Мы изучаем аналогичный вопрос для уравнения Шлезингера относи-
тельно треугольных матриц размера 3× 3 .
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Расщепление сепаратрис около резонансных
периодических траекторий

Гельфрейх В. Г. (Великобритания)
Университет Уоррика, Ковентри

v.gelfreikh@mail.ru

Доклад посвящен проблеме расщепления сепаратрис около резо-
нансных решений в аналитических гамильтоновых системах с двумя
степенями свободы. Эта задача описана в одном из приложений клас-
сического учебника Арнольда [1], однако до недавнего времени она не
имела строгого математического решения.

Пусть Fε является однопараметрическим семейством отображе-
ний на плоскости, сохраняющих площадь. Мы предполагаем, что се-
мейство является аналитическим в некоторой окрестности начала ко-
ординат, размер которой не зависит от малого параметра ε . При этом
начало координат предполагается неподвижной точкой отображения:
Fε(0) = 0 .

Хорошо известно, что малые колебания в окрестности неподвиж-
ной точки могут быть описаны с помощью теории нормальных форм
[2,3]. Вид нормальной формы зависит от значения λ0 , собственного
числа матрицы Якоби F ′(0) . Особый интерес представляют сильно
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резонансные значения, когда λn = 1 при n = 1, 2, 3, 4 . В каждом из
этих случаев нормальная форма может иметь n -периодическое ре-
шение при малых ε > 0 . Эти периодические решения гиперболичны,
а соответствующие сепаратрисы образуют замкнутую петлю вокруг
неподвижной точки.

Арнольд [1] отметил, что, в отличии от нормальной формы, в ис-
ходном семействе сепаратрисы должны быть расщеплены, однако это
явление экспоненциально мало по малому параметру ε и, соответ-
ственно, не может быть выявлено в рамках теории нормальных форм.

В этом докладе мы обсудим асимптотические формулы, описыва-
ющие расщепление сепаратрис для типичного семейства, а также их
связь с инвариантами локальной классификации аналитических отоб-
ражений около резонансных неподвижных точек в (C2, 0) .

С технической точки зрения представленные работы являются
дальнейшим развитием метода, предложенного В. Ф. Лазуткиным для
исследования расщепления сепаратрис стандартного отображения, бо-
лее детально описание которого может быть найдено в работах [4,5].
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Особенности динамики модельного уравнения с
большим запаздыванием 4

Глазков Д. В. (Россия)
Ярославский государственный универсистет им. П. Г. Демидова

glazkov_d@mail.ru

Рассматривается модельная задача управления поведением неко-
торой динамической системы в окрестности ее нулевого решения с по-
мощью запаздывающей обратной связи. Объектом изучения является
комплексное уравнение [1-3]

dz

ds
= (ν + iω)z −Ke−iϕ

[
z − z(s−h)

]
+ F (z), (1)

где нелинейность F (z) имеет вид

F (z) = F2(z) + F3(z) + . . . =

= c20z
2 + c11|z|2 + c02z̄

2 + c30z
3 + c21|z|2z + c12|z|2z̄ + c03z̄

3 + . . . ,

ckl – комплексные коэффициенты, величины K и ϕ трактуются как
управляющие параметры. В отсутствие слагаемого с запаздыванием
при K=0 нулевое решение задачи (1) является фокусом, устойчивость
которого определяется знаком ν .

Теорема 1. Пусть ν>0 , ϕ 6=π+2πn , n∈Z , тогда при

0 ≤ K < ν/(1 + cos ϕ)

нулевое решение задачи (1) неустойчиво. Пусть ν<0 , ϕ 6=2πn , n∈Z ,
тогда при

0 ≤ K < K0 = −ν/(1− cos ϕ)

нулевое решение задачи (1) устойчиво.

Ставится задача исследования локальной динамики системы (1)
в окрестности нулевого решения методом нормальных форм [4]. Рас-
сматривается случай большого запаздывания h=1/ε .

4Работа выполнена при поддержке CRDF, грант BG2220
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В результате получаем [5] параболическое уравнение типа
Гинзбурга-Ландау

∂u

∂τ
= d2

∂2u

∂r2
+ d1

∂u

∂r
+ d0u + d |u|2u, (2)

с периодическими краевыми условиями

u(τ, r+1) = u(τ, r) , (3)

где

d2=
1

2K2
0

, d1=
1+iΩ1

K2
0

, d0=
K0K1(1− e−iϕ)+iΩ1−Ω2

1/2

K2
0

,

d=
1

K0

[
c21− 2i

Ω0

(
|c11|2+1

3
|c02|2

)]
.

Здесь K0 определено в теореме 1, а величины Ω0 и 0≤Ω1< 2π опре-
деляются из соотношений

Ω0 = ω + K0 sin ϕ, Ω0ε
−1 + ϕ + Ω1 = 0 mod 2π.

Полученное нормализованное уравнение связано с исходной зада-
чей следующим образом.

Теорема 2. Пусть краевая задача (2)–(3) имеет решение
u=u∗(τ, r) . Тогда уравнение (1) имеет быстро осциллирующее асимп-
тотическое по невязке решение

z∗(s) = εei [Ω0+Ω1ε+o(ε)]su∗
(
εs, (ε+o(ε))s

)
+ o(ε). (4)
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О бифуркациях соленоидальных базисных
множеств

Жужома Е. В. (Россия)
Нижегородский государственный педагогический университет

zhuzhoma@mail.ru

В работе [1] был введен новый класс диффеоморфизмов с инва-
риантными соленоидальными множествами, который включает в се-
бя классический пример Смейла диффеоморфизма полнотория в себя
с одномерным растягивающимся аттрактором, являющимся солено-
идом. Было доказано, что имеется два принципиально разных слу-
чая спектрального разложения неблуждающего множества. В докладе
рассматриваются бифуркации перехода от одного случая к другому.
Эти бифуркации можно рассматривать как бифуркации разрушения
и восстановления растягивающихся аттракторов Смейла-Вильямса в
классе специальных диффеоморфизмов.

Работа выполнена совместно с С.В. Гонченко.
Автор благодарит РФФИ, гранты 11-01-12056-офи-м-2011, 12-01-

00672-а за финансовую поддержку. Работа выполнена в рамках гранта
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Фундаментальные группы пространств
тригональных кривых
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Фундаментальные группы пространств неособых гиперповерхно-
стей в фиксированных линейных системах на алгебраических много-
образиях – это одно из естественных обобщений группы кос. Именно
такие группы возникают, если пытаться обобщать метод кос в теории
вещественных алгебраических кривых на большие размерности. Мы
делаем первый шаг в этом направлении.

Пусть Σk - поверхность Хирцебруха, т.е. рациональная линейча-
тая поверхность, q : Σk → CP1 - соответствующее CP1 -расслоение
с исключительным сечением s , s2 = −k < 0 . Слои расслоения q
называются вертикальными.
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Тригональной кривой на Σk называется такая приведённая кривая
C ⊂ Σk , не пересекающая образ сечения s , что сужение qC : C → CP1

имеет степень 3.
Обозначим через Trigk множество всех тригональных кривых на

Σk .
При стягивании исключительного сечения в точку поверхность Σk

превращается во взвешенную проективную плоскость P(1, 1, k) с ко-
ординатами x0, x1, y , имеющими веса 1, 1, k , а тригональная кривая
C ⊂ Σk превращается в кривую, задаваемую уравнением Вейерштрас-
са

y3 + b(x0, x1)y + w(x0, x1) = 0, (1)

где b и w - однородные многочлены степеней 2k и 3k . Многочлены
b , w определяются кривой C однозначно с точностью до преобразо-
вания

(b, w) 7→ (t2b, t3w), t ∈ C∗, (2)

поэтому Trigk = P(2, . . . , 2, 3, . . . , 3) есть взвешенное проективное
пространство комплексной размерности 5k + 1 .

Пусть d = 4b3 + 27w2 - дискриминант по y уравнения (1). Функ-
ция j : CP1 → CP1, j = 4b3/d , называется j -инвариантом кривой
C . Построим звезду St(j) , проведя в CP1 из каждого мнимого кри-
тического значения функции j луч в ∞ (один луч может содержать
другой). Граф TΓ(j) = j−1(RP1 ∪ St(j)) на CP1 ∼= S2 назовём тет-
ратомическим графом тригональной кривой (ср. [1], п.5.3.1).

Обозначим через J : Trigk → JTrigk отображение, пере-
водящее тригональную кривую в её j -инвариант. Пространство
TΓk = TΓ(JTrigk) тетратомических графов тригональных кривых
можно отождествить с фактор-пространством Trigk/PGL(2, C) . За-
метим, что последнее является пространством модулей тригональных
кривых на Σk .

С помощью отображения Ляшко-Лойенги (см. [2], § 5.1), заданного
на JTrigk , строится клеточное разбиение пространства TΓk .

Кривая C ∈ Trigk называется почти общей, если она неосо-
ба и не имеет перегибов с вертикальными касательными. Пусть
NSingk ⊂ Trigk – пространство неособых тригональных кривых, а
AlGenk ⊂ NSingk – подпространство почти общих кривых.
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Теорема. Группы π1(AlGen1) и π1(NSing1) являются расшире-
ниями свободных групп, соответственно, с 9-ю и 8-ю образующими
при помощи группы Z2 , а двумерные гомотопические группы этих
пространств тривиальны.

Доказательство использует двойственное разбиение к упомянуто-
му выше клеточному разбиению пространства тетратомических гра-
фов.

Для фундаментальных групп пространств AlGenk и NSingk на-
ходятся их образы в сферической группе кос из 6k нитей, рассматри-
ваемой как конфигурационное пространство корней дискриминанта d
уравнения (1).

Литература

[1] Degtyarev A., Itenberg I., Kharlamov V. On deformation types of
real elliptic
surfaces // Amer.J.Math. – 2008. – v.130, N6. – p.1561 – 1627.

[2] Звонкин А.К., Ландо С.К. Графы на поверхностях и их прило-
жения. – М.:
МЦНМО, 2010. – 480с.
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О решениях сингулярной задачи Коши
неявного вида

Зернов А. Е. (Украина)
Южноукраинский национальный педагогический университет

им. К. Д. Ушинского, г. Одесса
zernov@ukr.net

Кузина Ю. В. (Украина)
Военная академия, г. Одесса

yuliak@te.net.ua

Рассматривается задача Коши вида

F (t, x(t), x′(t)) = 0, x(0) = 0,

где x : (0, τ) → R− неизвестная функция, F : (0, τ) → R− непрерыв-
ная функция, D ⊂ (0, τ)× R× R . Предполагается, что левая часть
дифференциального уравнения есть сумма многочлена и функции, ко-
торая в определенном смысле мала в сравнении с этим многочленом.
Под решением данной задачи понимается непрерывно дифференциру-
емая функция x : (0, ρ] → R ( ρ ∈ (0, τ) ), которая тождественно удо-
влетворяет исследуемому уравнению при всех t ∈ (0, ρ] и при этом
lim

t→+0
x(t) = 0 . Такие задачи обсуждаются в книге В.И. Арнольда "Тео-

рия катастроф"(М.: Наука, 1990) и основное внимание уделено (раз-
дел 11) интересным результатам А.А. Давыдова. Однако вопрос об
асимптотическом поведении решений рассматриваемой задачи вбли-
зи t=0 требует дальнейшего исследования. С помощью качественного
анализа, аналогичного известным исследованиям Ш.Брио и Ж.Буке,
проводится изучение рассматриваемой задачи: строится асимптотика
решений, формулирутся достаточные условия, при выполнении кото-
рых данная задача имеет непустое множество решений с указанной
асимптотикой; исследуется вопрос о количестве таких решений; по-
казывается, что сколь угодно малые слагаемые в левой части данно-
го дифференциального уравнения оказывают существенное влияние
на поведение, количество и само существование решений. Приводятся
конкретные примеры. При исследованиях используются методы каче-
ственной теории дифференциальных уравнений и функционального
анализа.
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Влияние возмущений в задаче Коши для
дескрипторного уравнения

Зубова С. П. (Россия)
Воронежский государственный университет

spzubova@mail.ru

Исследуются задачи, в которых возмущённое дифференциальное
уравнение неразрешимо относительно производной и содержит ши-
рокий спектр немалых возмущений. Рассматривается динамическая
система:

A
dx̄

dt
= Bx̄(t), x̄(0) = x0, t ∈ [0, T ], (1)

с оператором A , действующим из банахова пространства E1 в ба-
нахово пространство E2 , замкнутым линейным, domA = E1 , фред-
гольмовым (æ(A) = dim Ker A − dim Coker A = 0 ), dimKer A = 1 ;
B : E1 → E2 — линейный замкнутый, domB = domA .

Изучается влияние возмущений εC , εG , εA коэффициентов A ,
B ; ε ∈ (0, ε0) ; C , G : E1 → E2 — линейные замкнутые,
domC = domG = dom A , а именно, исследуется поведение решений
xi(t, ε) при ε → 0 следующих задач:

(A− εC)
dx1

dt
= Bx1(t, ε), x1(0, ε) = x0

1(ε), (2)

A
dx2

dt
= (B + εG)x2(t, ε), x2(0, ε) = x0

2(ε), (3)

A
dx3

dt
= (B + εG + εA)x3(t, ε), x3(0, ε) = x0

3(ε), (4)

A
dx4

dt
= (B + A + εG)x4(t, ε), x4(0, ε) = x0

4(ε), (5)

x0
i (ε) → x0

i при ε → 0 , i = 1, 2, ..., 4 , и операторы A−B , QB ,
A−C , QC , A−G , QG — ограниченные. Здесь Q – проектор на
CokerA , A− — полуобратный оператор.

Для xi(t, ε) возможно следующее поведение при ε → 0 :
а) xi(t, ε) ⇒ x̄(t) , t ∈ [0, T ] ;
б) xi(t, ε) = x̄(t)+vi(t, ε) , где vi(t, ε) — функции погранслоя вбли-

зи точки t = 0 , то есть наблюдается явление погранслоя;
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в) все остальные случаи, в том числе @limx(t, ε) и ‖x(t, ε)‖E1 →∞
при ε →∞ .

I. Пусть предельная задача (1) однозначно разрешима, тогда за-
дачи (2) – (5) однозначно разрешимы каждая в своём фазовом про-
странстве.

Теорема 1. Ситуация а) бывает в задаче (2) тогда и только
тогда, когда B – жордановы цепочки операторов A и A−εC имеют
одинаковую длину ;

в задачах (3), (4), (5) в том и только том случае, когда длины B
– жордановой цепочки и B+εG – жордановой цепочки для оператора
A одинаковы.

Чтобы система (1) была робастна по отношению к возмущению
εC оператора A , необходимо и достаточно, чтобы совпадали поряд-
ки полюсов в точке λ = 0 операторов (A−λB)−1 и (A−εC−λB)−1 .

Для робастности системы (1) по отношению к возмущениям
εG , или εG + εA , или εG + A оператора B , необходимо и доста-
точно, чтобы совпадали порядки полюсов в точке λ = 0 операторов
(A− λB)−1 и

(
A− λ(B + εG)

)−1 .
Для определения ситуации б) или в) решается соответствующее

алгебраическое уравнение ветвления.
II. Если задачи (1)– (5) разрешимы неоднозначно, то все вышена-

званные жордановы цепочки имеют бесконечные длины, соответству-
ющие операторные пучки нерегулярны. В этом случае справедлива
следующая теорема.

Теорема 2. Для любого решения xi(t, ε) задач (2) – (4) существу-
ет решение задачи (1) с начальным значением x̄0 = x0

i , к которому
xi(t, ε) сходится равномерно на [0, T ] при ε → 0 .

Решение задачи (5) при этом равномерно сходится к решению

x̃(t) предельного уравнения A
dx̃

dt
= (B + A)x̃(t) .

Литература
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[3] Зубова С.П., Трофимов В.П. О голоморфных решениях диф-
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О лежандровом поднятии самопересечений
волнового фронта

Илюхин А. М. (Россия)
Российский государственный университет

нефти и газа им. И. М. Губкина
andreiily@gmail.com

В докладе будет дано соответствие между прообразом при лежан-
дровом отображении мультиособенностей волнового фронта вблизи
особой точки типа Aµ , Bµ , Cµ , D±

µ , E6 , E7 , E8 или F4 и ста-
билизатором максимального корня одноимённой системы корней.

Дискретные динамические системы с
соленоидальными базисными множествами

Исаенкова Н. В. (Россия)
Нижегородский Государственный Педагогический Университет

им. Козьмы Минина
nisaenkova@mail.ru

Одной из основных задач качественной теории динамических си-
стем является классификация диффеоморфизмов с точностью до то-
пологической сопряженности. При ее решении один из основных эта-
пов состоит в описании возможных инвариантных множеств, опре-
деляющих динамику диффеоморфизмов из рассматриваемого класса.
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Рассмотрим класс диффеоморфизмов с инвариантными соленоидаль-
ными множествами, который включает в себя классический пример
Смейла с соленоидальным растягивающимся аттрактором.

Определение 1. Диффеоморфизм f : Mn → Mn , удовлетворяю-
щий аксиоме А Смейла, замкнутого n -многообразия Mn принадле-
жит классу SV , если существует вложенное в Mn базовое многооб-
разие Bn def

= S1 × Dn−1 такое, что ограничение f |Bn
def
= F является

диффеоморфизмом F : Bn → F (Bn) ⊂ Bn на свой образ, удовлетво-
ряющим условиям:

1. F (t, z) = (g(t), w(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1,
где g : S1 → S1 – неособый (Dg 6= 0 ) C1 эндоморфизм степени
d ≥ 2 ;

2. при фиксированном t ∈ S1 преобразование
w|{t}×Dn−1 : {t} × Dn−1 → Bn является равномерно сжима-
ющим C1 вложением {t} ×Dn−1 → int ({g(t)} ×Dn−1) ,
т.е. существуют константы 0 < λ < 1 , C > 0 такие, что
diam (F k({t} ×Dn−1)) ≤ Cλkdiam ({t} ×Dn−1), ∀k ∈ N.

Для F ∈ SV пересечение ∩k≥0F
k(Bn)

def
= Sol является соленои-

дом. Следующая теорема описывает возможные базисные множества
в Sol ⊂ Bn .

Теорема 1. Пусть f : Mn → Mn – диффеоморфизм из класса
SV . Тогда неблуждающее множество NW (f) ∩ Bn содержит ровно
одно нетривиальное базисное множество Λ , которое есть либо

• одномерный растягивающийся аттрактор, и тогда Λ = Sol , либо

• нульмерное базисное множество, и тогда NW (f)∩Bn состоит из
Λ , конечного (ненулевого) числа стоковых периодических точек
и конечного (возможно, нулевого) числа седловых изолирован-
ных периодических точек.

Обе возможности реализуются.
Определение 2. Ограничения преобразований f |Λf

, g|Λg на
их инвариантные множества называются внутренне сопряженны-
ми, если существует гомеоморфизм ϕ : Λf → Λg , такой, что
ϕ ◦ f |Λf

= g ◦ ϕ|Λf
.
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Определение 3. Если ϕ можно продолжить до гомеоморфиз-
ма ϕ : M → N или ϕ : U(Λf ) → U(Λg) некоторых окрестностей
U(Λf ) , U(Λg) множеств Λf , Λg соответственно, сохранив соотноше-
ние ϕ ◦ f |Λf

= g ◦ ϕ|Λf
, то f |Λf

, g|Λg называются окрестностно со-
пряженными.

В следующей теореме построены примеры, демонстрирующие раз-
ницу между внутренней классификацией обобщенных соленоидов, по-
лученной Вильямсом Р., и окрестностной классификацией.

Теорема 2. Существуют четырехмерные компактные многооб-
разия M , N и диффеоморфизмы f : M → f(M) ⊂ M ,
g : N → g(N) ⊂ N с одномерными растягивающими аттракторами
Λf , Λg соответственно такие, что ограничения f |Λf

, g|Λg внутренне
сопряжены, но окрестностно не сопряжены.

В основе построения диффеоморфизма f лежит конструкция
диффеоморфизма S.Smale многообразия S1×D3 в себя с одномерным
растягивающимся аттрактором. Здесь одномерный растягивающийся
аттрактор Λf локально гомеоморфен прямому произведению прямой
R на стандартное канторово множество в D3 .

Для диффеоморфизм g используется конструкция L.Antoine. В
результате полученный диффеоморфизм имеет одномерный растяги-
вающийся аттрактор Λg , который локально гомеоморфен прямому
произведению R на ожерелье Антуана.

Автор благодарит РФФИ, гранты 11-01-12056-офи-м-2011, 12-01-
00672 за финансовую поддержку.
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Разрешимость краевой задачи для аналога
уравнения Трикоми во внешности диска 5

Кастэн Ю. А. (Россия)
Владимирский государственный университет имени

Александра Григорьевича и Николая Григорьевича Столетовых
julikasten@bk.ru

На плоскости R2
x,y рассмотрим гладкое линейное уравнение с част-

ными производными второго порядка смешанного типа – являющееся
эллиптическим внутри круга и гиперболическим вне его. Кроме того,
предполагаем, что дискриминант уравнения имеет ненулевой диффе-
ренциал на линии смены типа – окружности, а характеристические
направления на этой линии не касаются её.

Уравнение

(xdy − ydx)2 − (r − 1)(xdx + ydy)2 = 0,

где r =
√

x2 + y2 , можно рассматривать как модельное для соот-
ветствующего поведения характеристик в следующем смысле: к тако-
му виду локально вблизи линии смены типа уравнения – окружности
– гладкой заменой координат и умножением на гладкую ненулевую
функцию приводится уравнение характеристик любого другого ли-
нейного уравнения смешанного типа, у которого дискриминант имеет
невырожденный нуль на окружности, а характеристические направ-
ления не касаются её [2].

Аналогичное поведение характеристик вблизи линии смены типа
имеет и уравнение, записываемое в полярных координатах в виде

urr − (r − 1) · uϕϕ = 0 (1)

Его мы и будем рассматривать в качестве модельного уравнения
и искать для него решение в кольце r ∈ [r0;∞) , ограниченное на
бесконечности и удовлетворяющее условиям

u (r0, ϕ) = f (ϕ) , f(ϕ + 2π) = f(ϕ), (2)
5Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 11-01-0096-а) и

ДРПННиТ 1.1348.2011.
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ur (r0, ϕ) = 0 (3)

при некотором 0 < r0 < 1.
В предположении, что граничные условия достаточно гладкие, мы

будем искать 2π -периодические по ϕ решения этой задачи.
Теорема. Для f ∈ Ck, k ≥ 3 cуществует ограниченное 2 π -

периодическое по ϕ классическое решение задачи (1)-(3).
Замечание. Для справедливости теоремы достаточно предпола-

гать, что функция f дважды непрерывно дифференцируема, а её
третья производная кусочно-непрерывна.

Доказательство существования основано на применении метода
Фурье [1] разделения переменных и представления искомого решения
в виде ряда.

Литература

[1] Бицадзе А. В. Уравнения математической физики. - М.: Наука,
Главная редакция физико-математической литературы, 1982. –
336 с.

[2] Кастэн Ю. А. О глобальной нормальной форме уравнения сме-
шанного типа на плоскости во внешности диска//Тезисы докла-
дов. Международная конференция по дифференциальным урав-
нениям и динамическим системам, Суздаль 2-7 июля 2010 года
– с.100
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Теорема Эйлера-Якоби об интегрируемости

Козлов В. В. (Россия)
Математический институт им. В.А. Стеклова РАН

kozlov@pran.ru
vvkozlov@mi.ras.ru

Обсуждается круг вопросов, связанный с условиями точной ин-
тегрируемости систем обыкновенных дифференциальных уравнений,
выраженными через свойства тензорных инвариантов.

Доказана общая теорема об интегрируемости системы n диффе-
ренциальных уравнений, допускающая n-2 независимых полей сим-
метрий и инвариантную n-форму объема (интегральный инвариант).
Результаты общего характера применяются к изучению стационарных
движений сплошной среды с бесконечной проводимостью.

Особенности наилучшего приближения
наипростейшими дробями 6

Комаров М. А. (Россия)
ВлГУ

kami9@yandex.ru

Рассматривается задача о наилучшем равномерном приближении
вещественной непрерывной функции f на отрезке I ⊂ R веществен-
ными наипростейшими дробями (н.д.) Rn , т.е. логарифмическими
производными вещественных многочленов:

Rn := Q′
n/Qn, Qn(x) := xn + q1x

n−1 + . . .+ qn−1x+ qn, x, qk ∈ R.

Число n ∈ N называется порядком дроби, а нули z1, . . . , zn многочле-
на Qn – её полюсами. Эта задача имеет вполне определённый смысл в
теории поля на плоскости, поскольку может быть трактована как за-
дача о выборе точек zk для размещения в них равновеликих источни-
ков, создающих (с точностью до постоянных множителей и операции
комплексного сопряжения) заданное плоское поле.

6Работа поддержана РФФИ (грант НШ-8462.2010.1 и проекты 11-01-97512
р_центр_а, 12-01-31471 мол_а) и ДРПННиТ (проект 1.1348.2011).
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В настоящее время наипростейшие дроби являются предметом ак-
тивных исследований. Первый результат о равномерном приближе-
нии функций посредством н.д. был получен в работе [1], где было
показано, что класс функций, приближаемых н. д. в равномерной мет-
рике на ограниченном множестве, включает многочлены, а значит
– и аппроксимируемые ими функции (откуда следует аналог теоре-
мы Мергеляна о полиномиальных аппроксимациях). При этом оказа-
лось, что скорости приближения н. дробями и многочленами на огра-
ниченных множествах для широкого класса функций имеют одинако-
вый порядок. Это позволило получить для н. д. аналоги классических
теорем Д.Джексона, С.Н.Бернштейна, А. Зигмунда, В.К.Дзядыка,
Дж.Л.Уолша [2,3].

Важным отличием н. д. от многочленов является возможность при-
ближения на неограниченных множествах. Этому вопросу посвяще-
ны недавние работы П.А.Бородина, О.Н.Косухина, В.Ю.Протасова,
В.И.Данченко, И.Р.Каюмова (см. библиографию в работе [5]).

Другое важное отличие – явление неединственности н. д. наилуч-
шего равномерного приближения. Первый пример неединственности
опубликовали при n = 2 В.И.Данченко и Е.Н.Кондакова [6]; именно,
для функции f(x) = x + 1 существует бесконечно много н.д. порядка
≤ 2 наилучшего равномерного приближения на отрезке [−1, 1] . При
n = 3 пример был построен автором в [7]. Наконец, для произвольного
n пример был обобщён автором в [8].

Отметим, что единственности не приходится ожидать и в случае
приближения в метриках Lp . Например, легко проверить, что функ-
ция

f(x) :=

{
c = const > 0, x ≤ 0,
−c, x > 0

имеет не менее двух н.д. порядка не выше 2 наилучшего приближения
в L1[−1, 1] . Построение таких примеров при всех p (в том числе на
неограниченных множествах) – задача.

Далее, в цитированных выше примерах неединственности функ-
ция подобрана так, что для одной из дробей наилучшего равномерного
приближения наблюдается альтернанс7 из n + 1 точек, а для осталь-
ных альтернанс состоит лишь из n− 1 точек. Это тоже нехарактерно

7Напомним определение альтернанса. Пусть Rn – вещественная н.д. без
полюсов на отрезке I ⊂ R . Говорят, что точки a1 < a2 < . . . < as
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для полиномов. Тем не менее, в [4] были выявлены частичные ана-
логии с классической теоремой П.Л.Чебышёва об альтернансе, а в
работе [9] было показано, что для достаточно малых констант н.д.
наилучшего приближения характеризуется альтернансом из n+1 то-
чек (единственность наилучшего приближения константы и необходи-
мость такого альтернанса были установлены ранее в [6]).

Интерес представляет построение эффективного критерия необхо-
димости и достаточности (n+1) -точечного альтернанса для того, что-
бы н.д. была (единственной) наипростейшей дробью порядка не выше
n наилучшего равномерного приближения. В этом направлении в ра-
боте [10] была сформулирована (и проверена при n ≤ 5 ) гипотеза:

вещественная н.д. Rn с n простыми полюсами, лежащими вне
единичного круга, есть н.д. порядка ≤ n наилучшего равномерно-
го приближения непрерывной вещественной функции f на отрезке
[−1, 1] , если для разности f−Rn на [−1, 1] наблюдается альтернанс
из n + 1 точек.

Доказательство опирается на некоторое алгебраическое тождество,
предложенное в [4], проверка которого для всех n представляет труд-
ность. В докладе будет показано, что при условии справедливости
этого проблемного тождества, верно более общее утверждение:

вещественная н.д. Rn с n простыми полюсами, лежащими вне
единичного круга, есть н.д. порядка ≤ n наилучшего равномерно-
го приближения непрерывной вещественной функции f на отрезке
[−1, 1] в том и только том случае, когда для разности f − Rn на
[−1, 1] наблюдается чебышёвский альтернанс из n+1 точек, причём
н.д. наилучшего приближения единственна.

Есть основания ожидать, что простота полюсов в этом критерии
несущественна.
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О топологической классификации структурно
устойчивых диффеоморфизмов на M 3 с

нетривиальными базисными множествами
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В работе рассматриваются структурно устойчивые диффеомор-
физмы f , заданные на замкнутых ориентируемых связных 3 -
многообразиях M3 . Согласно спектральной теореме С. Смейла [3],
неблуждающее множество NW (f) диффеоморфизма f пpедставля-
ется в виде конечного объeдинения попаpно непеpесекающихся за-
мкнутых инваpиантных множеств, называемых базисными множе-
ствами, каждое из котоpых содеpжит всюду плотную тpаектоpию.

Напомним, что базисное множество B диффеоморфизма f назы-
вается аттрактором, если существует замкнутая окрестность U мно-
жества B такая, что f(U) ⊂ int U ,

⋂
j≥0

f j(U) = B . Аттрактор для

диффеоморфизма f−1 называется репеллером диффеоморфизма f .
Аттрактор B диффеоморфизма f называется растягивающимся, ес-
ли топологическая размерность dimB равна размерности dim(Eu

B)
неустойчивого подрасслоения Eu

B . Сжимающийся репеллер диффео-
морфизма f определяется как растягивающийся аттрактор для f−1 .

Из [2] следует, что любое двумерное базисное множество является
либо аттрактором, либо репеллером.

Согласно [1] базисное множество B диффеоморфизма f называет-
ся поверхностным, если оно принадлежит f -инвариантной замкнутой
поверхности M2

B (не обязательно связной), топологически вложенной
в 3-многообразие M3 и называемой носителем множества B .

Из работы [4] следует, что любой двумерный аттрактор (репел-
лер) диффеоморфизма f является либо растягивающимся аттракто-
ром (сжимающимся репеллером), либо поверхностным аттрактором
(поверхностным репеллером).

В работе [5] получена топологическая классификация структурно
устойчивых диффеоморфизмов f в предположении, что их неблуж-
дающее множество содержит двумерный растягивающийся аттрактор
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(сжимающийся репеллер) и доказано, что в этом случае несущее мно-
гообразие диффеоморфно трехмерному тору, а неблуждающее мно-
жество содержит в точности одно нетривиальное (отличное от перио-
дической орбиты) базисное множество.

В [1] установлено, что любое поверхностное двумерное базисное
множество совпадает со своим носителем, являющимся объединением
конечного числа многообразий, каждое из которых ручно вложено в
M3 и гомеоморфно двумерному тору, а ограничение некоторой сте-
пени диффеоморфизма f на носитель сопряжено с гиперболическим
автоморфизмом тора.

В докладе рассматривается класс G структурно устойчивых со-
храняющих ориентацию диффеоморфизмов, неблуждающее множе-
ство которых состоит из двумерных поверхностных базисных мно-
жеств. При некоторых дополнительных условиях на структуру пе-
ресечения устойчивых и неустойчивых многообразий точек базисного
множества найдены необходимые и достаточные условия топологиче-
ской сопряженности диффеоморфизмов из класса G , а также решена
проблема реализации.

Автор благодарит Гринеса В. З. за постановку задачи, а также
гранты 12-01-00672, 11-01-12056-офи-м РФФИ и грант правительства
Российской Федерации 11.G34.31.0039 за финансовую поддержку.
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Инвариантные торы – наиболее часто встречающиеся инвариант-
ные многообразия гладких динамических систем. В гамильтоновых
системах можно найти инвариантные торы любой размерности, осо-
бенно в системах близких к интегрируемым. Но торы также существу-
ют и в системах, не являющихся близкими к интегрируемым. Более
того, существует естественный механизм образования инвариантных
торов через бифуркации, в результате которых возникают эллипти-
ческие или частично эллипти-ческие состояния равновесия или пе-
риодические траектории, а в их окрестности уже существуют инва-
риантные торы. Например, таким механизмом являются гомоклини-
ческие бифуркации, в результате которых вблизи нетрансверсальных
гомоклиничес-ких траекторий или контуров образуются эллиптиче-
ские или частично эллиптические периодические траектории.

В диссипативных системах в общем случае инвариантные торы
имеют размерность 2, а торы большей размерности, если существу-
ют, то имеют свою внутреннюю структуру (не транзитивны), как ин-
вариантные многообразия. Тем не менее, если такие торы являются
нормально гиперболическими и показатели Ляпунова вдоль тора сла-
бее, чем в нормальном направлении, то такие торы также сохраня-
ются при возмущениях. Существование инвариантных торов большой
размерности может быть следствием некоторой дополнительной инва-
риантности системы: существование обратимости, эквивариантности
или если система является расширением над квази-периодической си-
стемой на торе (т.е. является пополнением неавтономной квазипери-
одической системы).

В любом из упомянутых случаев инвариантные торы могут быть
седловыми и их устойчивые и неустойчивые многообразия могут пе-
ресекаться. Это приводит к существованию гомоклинических торов.
Впервые механизмы неустойчивости в гамильтоновых системах со
многими степенями свободы, близких к интегрируемым (достаточно
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≥ 3 ), использующие седловые торы и пересечение их устойчивых и
неустойчивых многообразий, приводящие к далекому уходу траекто-
рий по перемен-ным действия, был предложен В.И.Арнольдом [1] и с
тех пор носит наименование "диффузии Арнольда". В докладе мы об-
суждаем не диффузию Арнольда, а сущест-вование гомоклинической
динамики, которая вытекает из существования гомоклини-ческих то-
ров.

В диссипативном случае строение системы вблизи множества,
являющегося итера-циями гомоклинического тора диффеоморфизма
("гомоклиническая труба инвариан-тного тора"), имеющего инвари-
антный гладкий седловой тор, в одном из возможных здесь случа-
ев был изучен Л.П.Шильниковым [2]. При условиях на поведение
диффео-морфизма, гарантирующих сохранение гладкого тора, было
получено описание инва-риантных множеств в окрестности гомокли-
нической трубы. Такая ситуация является естественной для квазипе-
риодической системы и ее применение дает, в частности, существова-
ние счетного множества квазипериодических торов. Однако изучен-
ная Шильниковым ситуация не является единственно возможной и
могут существовать гирлянды, состоящие из торов, и при их итера-
циях ситуация становится гораздо сложнее и не поддается полному
описанию. В частности, этот случай встречается при квазипериоди-
ческом возмущении периодической системы с нетрансверсальной го-
моклинической траекторией к седловому периодическому решению.
Здесь удается получить только частичное описание, что будет пред-
метом второй части доклада.

Работа поддержана грантом РФФИ 11-01-00001a и ФЦП "Кад-
ры"№14.В37.21.0361.
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В.И. Арнольдом [1] была поставлена следующая проблема: всегда
ли диффеоморфизм края многообразия можно продолжить до сохра-
няющего элемент объема многообразия ([1], задача 1988-20). Для ряда
приложений (неустойчивость течений идеальной несжимаемой жид-
кости, задача быстрого кинематического динамо ([2])) удобно иметь
явный вариант конструкции такого продолжения. Рассмотрим ее для
случая продолжения диффеоморфизмов со сферы на шар.

Пусть дан n -мерный шар Bn с границей n − 1 -мерной сферой
Sn−1 . Обозначим через Diff0(S

n) связную компоненту единицы в
группе диффеоморфизмов сферы, а через SDiff0(B

n)− в группе
диффеоморфизмов, сохраняющих элемент объема шара.

Пусть дан диффеоморфизм f ∈ Diff0(S
n−1) , требуется продол-

жить его до диффеоморфизма f̂ ∈ SDiff(Bn) , где n ≥ 2 . Согласно
результатам Терстона [3] диффеоморфизм f можно разложить в про-
изведение элементов потоков векторных полей f = exp(v1)... exp(vk) .
Для гладкого векторного поля v на Sn−1 предлагается конструкция
его продолжения до бездивергентного поля v̂ на Bn , основанная на
теории представлений. Используется представление собственной орто-
гональной группы SO(n) сферическими векторными полями на Sn−1

([4]), а также конкретный вид неприводимых подпространств этого
представления ([5], с.36). В частности, при помощи такой конструк-
ции поток векторного поля на Sn−1 продолжается до потока безди-
виргентного векторного поля на Bn .

С точки зрения вышеупомянутых приложений представляют ин-
терес продолжения действий некомпактных групп Ли на сфере. Из-
вестно, что на Sn−1 транзитивно действуют конформная SO(1, n)
и проективная SL(n) группы. На нечетномерных сферах имеются
нетранзитивные действия разрешимых групп Ли сохраняющими эле-
мент объема диффеоморфизмами. Продолжения SO(1, n) и SL(n)

8Работа выполнена при частичном финансировании РФФИ, грант 11-01-00465а
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приводят к бесконечномерным подгруппам в SDiff(Bn) , а разреши-
мых групп Ли – к конечномерным.

Конструкция иллюстрируется на примере продолжений диффео-
морфизмов конформной и проективной групп. Для конформной груп-
пы можно указать преобразования, имеющие две неподвижных точки
на сфере Sn−1 . Их продолжения сохраняющими элемент объема диф-
феоморфизмами имеют внутри шара множество неподвижных точек,
диффеоморфное Sn−2 .

В случае продолжения проективных диффеоморфизмов возникает
множество неподвижных точек внутри шара, представляющее объеди-
нение двух сфер Sn−2 , которые могут пересекаться по Sn−3 . Имеется
также неподвижная точка в центре шара.

Для проективных преобразований сферы Sn−1 их продолжения
приводят к примерам недиссипативного динамо ([2], с.275) на шаре
Bn . При этом эффект динамо обязан собственным числам линеари-
зации продолжений диффеоморфизмов в центре шара.
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Расстояние между символами T-алфавита и
свойства дискретных динамических систем

Макаренко А.В. (Россия)
Научно-исследовательская группа «Конструктивная Кибернетика»

Институт проблем управления РАН
avm.science@mail.ru

Определим модель динамической системы в виде дискретного
отображения:

sk+1 = f (sk, p) , (1)

со свойствами: s ∈ S ⊂ RN , p ∈ P ⊂ RL , k ∈ K ⊂ Z , n = 1, N ,
l = 1, L , k = −K, K , где: s – переменная состояния динамиче-
ской системы; p – вектор её параметров; N – размерность простран-
ства состояний системы. C отображением (1) свяжем последователь-
ность {sk}K

k=−K – траекторию эволюции динамической системы.
В статье автора [1] введен в рассмотрение конечный T-алфавит

кодирующий форму траектории системы (1) в пространстве S×K че-
рез соответствие: {s(n)

k }K
k=−K ⇒ {Tαϕ

k |n}K
k=−K , Tαϕ

k = [T αϕ
k |1 . . . T αϕ

k |N ] .
Схема термов T αϕ|n приведена на рисунке.

Метод символического CTQ-анализа направлен на исследование клю-
чевых внутренних свойств многомерных траекторий, важных с по-
зиций вопросов идентификации, управления и предсказания эволю-
ции [1]. Кроме того, подход позволяет анализировать уровень син-
хронизации и её временную структуру в сложных ансамблях силь-
но нестационарных и неидентичных хаотических осцилляторов боль-
ших размерностей с произвольной конфигурацией и топологией сети
(решётки) [2, 3]. Исходно метод разрабатывался как вычислительно-
ориентированный (для конечных последовательностей вида {sk}K

k=1 ),
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но в работе [3] предложено его аналитическое расширение на системы
вида (1), через построение так называемых карт TQ-бифуркаций.

В настоящем докладе T-алфавит расширен символами T8N и T8P .
Это позволило определить взаимно однозначное преобразование сим-
волов при перестановках, отвечающих инверсии k → −1 · k и её ком-
позиции с инверсией s

(n)
k → −1 · s(n)

k .
Также введена величина dT (Ti, Tj) – расстояние между симво-

лами T-алфавита. Мера для этого расстояния определена как коли-
чество рёбер на кратчайшем пути между двумя вершинами в гра-
фе (2). Этот граф отвечает всем возможным переходам между симво-
лами T αϕ|n для k -го отсчёта при различных непрерывных деформа-
циях исходной подпоследовательности

{
s
(n)
k−1, s

(n)
k s

(n)
k+1

}
.

Означенные нововведения позволили сформулировать и доказать
ряд теорем, на основе которых удалось существенно продвинуться в
понимании связей между критическими свойствами дискретных си-
стем вида (1) и выражением этих свойств в виде аналитических ха-
рактеристик CTQ-анализа [1, 3]. Кроме того, на основе информации
о структуре графа (2) разработан алгоритм детализации топографии
карт TQ-бифуркаций для динамических систем вида (1) в случае их
численного исследования.
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curvature space: TQ-bifurcation, symmetry, synchronization //
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О спектральных свойствах дифференциального
оператора третьего порядка с гладкой весовой

функцией

Митрохин С. И. (Россия)
НИВЦ МГУ им. Ломоносова
mitrokhin-sergey@yandex.ru

Рассмотрим дифференциальный оператор, задаваемый дифферен-
циальным уравнением третьего порядка вида

y(3)(x) + q(x) · y(x) = λa3ρ3(x) · y(x), 0 6 x 6 π, a > 0, (1)

и периодическими граничными условиями

y(0) = y(π), y′(0) = y′(π), y′′(0) = y′′(π). (2)

Мы предполагаем, что весовая функция ρ(x) является глад-
кой: ρ(x) ∈ C4 [0; π] и положительной на отрезке [0; π] : ρ(x) > 0
∀x ∈ [0; π] .

Мы также предполагаем, что потенциал q(x) является сумми-
руемой функцией на отрезке [0; π] ; (

∫ x

0
q(t)dt)′x = q(x) почти всюду

для всех x ∈ [0; π] .
В случае q(x) = 0 асимптотика решений вспомогательного урав-

нения y(3)(x) = λa3ρ3(x) ·y(x) изучена автором в гл. 4 монографии [1].
Пусть λ = s3 , s = 3

√
λ , зафиксируем ту ветвь корня, для кото-

рой 3
√

1 = +1 . Пусть w3
k = 1 ( k = 1, 2, 3 ): w1 = 1 , w2 = −1+

√
3·i

2
,

w3 = −1−√3·i
2

. Справедлива следующая теорема.
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Теорема 1. При |s| → +∞ асимптотика решений вспомогатель-
ного уравнения y(3)(x) = λa3ρ3(x) · y(x) имеет следующий вид :

yобщ.(x) =
3∑

k=1

Ck · yk(x, s),

y
(m)
общ.(x) =

3∑

k=1

Ck · y(m)
k (x, s), m = 1; 2; (3)

yk(x, s) =
1

ρ(x)
· eawk·s·M(x)·

·
[
1 +

w2
kA1(x)

s
+

wkA2(x)

s2
+

A3(x)

s3
+ O

(
e|Ims| · x

s4

)]
, (4)

y
(m)
k (x, s) = (awks)

m · (ρ(x))m−1 · eawks·M(x)·

·
[
1 +

w2
kA

m
1 (x)

s
+

wkA
m
2 (x)

s2
+

Am
3 (x)

s3
+ O

(
e|Ims| · x

s4

)]
, (5)

m = 1; 2; M(x) =

x∫

0

ρ(t)dt, Ck — const.

Коэффициенты разложений (4)–(6) вы-
писываются в явном виде. Например,
A1(x) = − 1

3a
· ∫ x

0
ϕ1(t)dt , где

ϕ1(x) = 3 · (ρ′(x))2

ρ3(x)
− 2 · ρ′′(x)

ρ2(x)
. (6)

С помощью формул (3)–(6) можно, применяя метод последователь-
ных приближений Пикара, изучить асимптотику решений дифферен-
циального уравнения (1). Затем, используя полученные асимптотики,
можно изучить периодические граничные условия (2).

Теорема 2. Уравнение на собственные значения дифференциаль-
ного оператора (1)–(2) имеет следующий вид :

f(s) = f0(s) +
f1(s)

s
+

f2(s)

s2
+

f3(s)

s3
+ O

(
1

s4

)
= 0, (7)
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где f0(s) =

=

eaw1sM(π)

ρ(π)
− 1

ρ(0)

eaw2sM(π)

ρ(π)
− 1

ρ(0)

eaw3sM(π)

ρ(π)
− 1

ρ(0)
w1 · [eaw1sM(π) − 1] w2 · [eaw2sM(π) − 1] w3 · [eaw3sM(π) − 1]

w2
1 ·[ρ(π)·eaw1sM(π)−w2

2 ·[ρ(π)·eaw2sM(π)−w2
3 ·[ρ(π)·eaw3sM(π)−

−ρ(0)] −ρ(0)] −ρ(0)]

. (8)

Уравнение f0(s) = 0 является основным приближением для урав-
нения (7), f1(s) , f2(s) выписываются в явном виде.

Теорема 3. Корни уравнения (7)–(8) разбиваются на 6 серий,
асимптотика которых имеет следующий вид :

sk,m =

[
2πik

a ·M(π)
+

d1k,m

k
+

d2k,m

k2
+ O

(
1

k3

)]
·eπi

3
·(m−1), m = 1, 2, . . . , 6.

(9)
Коэффициенты d1k,m , d2k,m выписываются через функции ρ(x) и

q(x) .
С помощью формулы (9) изучается асимптотика собственных

функций дифференциального оператора (1)–(2).
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О существовании энергетической функции
каскадов поверхностей

Митрякова Т.М. (Россия)
ННГУ им. Н.И. Лобачевского
tatiana.mitryakova@yandex.ru

Энергетической функцией ϕ : Mn → R для динамической си-
стемы называется гладкая функция, убывающая вдоль траекторий
системы вне цепно рекуррентного множества, постоянная на цепных
компонентах и множество ее критических точек совпадает с цепно
рекуррентным множеством системы. Первые результаты по постро-
ению энергетической функции принадлежат С. Смейлу [3], который
в 1961 году доказал существование энергетической функции Морса
для градиентно-подобных потоков на замкнутых n -многообразиях
(n ≥ 1 ). Напомним, что C2 -гладкая функция ϕ : Mn → R назы-
вается функцией Морса, если все ее критические точки невырожде-
ны. В 1977 году Д. Пикстон [2] установил существование энергети-
ческой функции, являющейся функцией Морса, для диффеоморфиз-
мов Морса-Смейла на поверхностях. Заметим, что такая функция,
в общем случае, не существует уже для диффеоморфизмов Морса-
Смейла, заданных на 3 -многообразиях (см., напр., [1], [2]).

В настоящей работе рассматривается класс Φ сохраняющих ориен-
тацию диффеоморфизмов f : M2 → M2 с конечным гиперболическим
цепно рекуррентным множеством Rf , заданных на ориентируемых
замкнутых поверхностях M2 .

Диффеоморфизмы класса Φ , в общем случае, не являются струк-
турно устойчивыми (гиперболичность цепно рекуррентного множе-
ства равносильна Ω -устойчивости диффеоморфизма f ∈ Φ ), однако
на класс Φ удалось обобщить результат Пикстона, то есть построить
энергетическую функцию, являющуюся функцией Морса. Основным
результатом является доказательство следующей теоремы.

Теорема Для любого диффеоморфизма f ∈ Φ существует энер-
гетическая функция Морса.

Следствием из теоремы является соотношение между цепно ре-
куррентным множеством Rf и родом g

f
объемлющего многообразия.
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Следствие Для любого диффеоморфизма f ∈ Φ имеет место
следующее равенство

⋃
p∈Rf

(−1)dim W u
p = 2− 2g

f
.

Результаты получены совместно с В.З. Гринесом и О.В. Починкой.
Автор благодарит грант 12-01-00672-a, 11-01-12056-офи-м-2011 РФ-

ФИ, грант правительства Российской Федерации 11.G34.31.0039 и
грант Минобрнауки РФ в рамках государственного задания на ока-
зание услуг в 2012-2014 гг. подведомственными высшими учебными
заведениями (шифр заявки 1.1907.2011) за частичную финансовую
поддержку.
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Управление в форме синтеза для успокоения
системы осцилляторов

Овсеевич А. И. (Россия)
Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН
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akfedorov@student.bmstu.ru

Построение синтеза управления для колебательных систем являет-
ся одной из основных задач математической теории управления. Клас-
сическим достижением в этой области является аналитическое реше-
ние задачи о быстрейшем успокоении линейного маятника. В данной
работе мы рассматриваем следующую по сложности задачу успокое-
ния системы из произвольного числа линейных осцилляторов, связан-
ных общим ограниченным управлением. По-видимому, в этом случае
нереалистично надеяться на аналитическое построение оптимального
синтеза, и даже нахождение численного решения — непростая зада-
ча. Поэтому мы ищем неоптимальное управление по обратной связи,
тем не менее приводящее систему в состояние равновесия. Полученное
управление не совсем лишено признаков оптимальности: отношение
времени приведения в нуль с помощью этого управления к минималь-
но возможному близко к единице, если начальная энергия системы
достаточно велика.

В работе предлагается метод построения синтеза управления си-
стемой осцилляторов, основанный на сочетании трех стратегий управ-
ления. Первоначально, на большом времени и при больших энерги-
ях, используется управление, основанное на асимтпотической теории
областей достижимости линейных динамических систем. В частно-
сти, мы используем асимптотическую формулу для опорной функции
множества достижимости системы. Формально, найденное управле-
ние можно применять и при малых энергиях, но его квазиоптималь-
ные свойства при этом теряются. Кроме того, это управление действу-
ет на систему примерно как сухое трение, поэтому в некоторых состо-
яниях оно не дает возможности двигаться вообще. Иными словами,
возникают зоны застоя; чем больше верхняя граница для управлений,
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тем больше эти зоны. По мере уменьшения энергии, используется ана-
логичное у правление с уменьшенной верхней границей. Тем самым
достигается некоторое уменьшение зоны застоя. Возможны и другие
нежелательные сценарии: движение может происходить в окрестности
предельного множества (аттрактора), не содержащего нашей цели —
положения равновесия.

Одно из основных свойств обсуждаемого управления состоит в
том, что с ним ассоциирована некоторая специальная норма на фазо-
вом пространстве системы, называемая далее «радиусом». Этот «ра-
диус» в процессе движения не возрастает. Поэтому любой аттрактор
расположен на «сфере» некоторого радиуса. По-видимому, появление
аттрактора всегда сопровождается появлением точки покоя на той же
«сфере». Во всяком случае, численные эксперименты это подтвержда-
ют. Вместо общей задачи избегания аттракторов мы ограничиваемся
задачей избегания зон застоя. Таким образом доказательство того, что
наш алгоритм вообще приводит к цели — точке покоя, отсутствует, но
в состояние полной остановки алгоритм не приводит.

На последнем, третьем этапе используется общий подход к постро-
ению локального синтеза, основанный на использовании общих функ-
циях Ляпунова. Этот метод работает в некоторой достаточно малой
окрестности нуля. Для того, чтобы попасть в эту малую окрестность
нужно, чтобы она содержала внутри себя зоны застоя предшествую-
щего управления. Достигнутое на втором этапе управления уменьше-
ние зоны застоя оказывается достаточным для этой цели.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант №11-
08-00435) и ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры иннова-
ционной России» (проект №14.В37.21.0225).
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Разрешимость задачи оптимального управления
для транспортного уравнения с минимаксным

функционалом

Петренко И.А. (Россия)
Владимирский государственный университет имени

Александра Григорьевича и Николая Григорьевича Столетовых
petrenko_irina@bk.ru

Рассмотрим уравнение

a2∆y − v
∂y

∂x1

− (γ + u1)y = −u2, (1)

где a2 – коэффициент диффузии, ∆ – оператр Лапласа, y – отклоне-
ние концентрации исследуемой компоненты потока жидкости от фо-
нового значения, v – скорсть течения, направленнго вдоль оси Ox1 ,
γ – коэффициент естественного распада вещества, u , u = (u1, u2) , –
управление, характеризующее распределённые ресурсы отбора и вы-
броса вещества. Данная модель, описывающая состояние среды, была
предложена, например, в [1]. Компоненты управления, как и в рабо-
те [2], будем считать ограниченными, то есть такими, что выполнены
неравенства

0 ≤ u1 ≤ ū1, 0 ≤ u2 ≤ ū2, (2)

которые в прикладных задачах могут характеризовать технологиче-
ские ограничения. Предполагаем, что управляющее воздействие на
среду возможно лишь в ограниченной области D с достаточно глад-
кой границей и что это воздействие имеет фиксированную ёмкость, то
есть L1 -нормы управлений заданы

Ci =

∫

D

uidx

(
=

∫

Rd

uidx

)
, i = 1, 2, (3)

где величины C1 и C2 удовлетворяют ограничениям

Ci 6
∫

D

ūidx, i = 1, 2,

вытекающим из (2).
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Нашей целью является найти такое распределение усилий C1 и
C2 , чтобы максимальное значение соответствующего решения y было
минимальным. Таким образом, приходим к следующей задаче опти-
мизации

max
x∈Rd

|y(x)| → min . (4)

Прикладной смысл данной задачи заключается в минимизации
максимума изменения естественного состояния среды (показателя y )
за счет распределения заданных ёмкостей выброса C2 и отбора C1

внутри заданной области.
Допустимым управлением u задачи P будем называть такую па-

ру измеримых функций (u1, u2) , что выполнены условия (2), (3). Мно-
жество всех решений уравнения (1) с нулевым пределом (естествен-
ным фоном) на бесконечности, соответствующих допустимым управ-
лениям, будем обозначать как Y .

Теорема. Существует допустимое управление, доставляющее
решение задачи (4).

Доказательство теоремы основывано на проверке того, что функ-
ционал в (4) является собственным, полунепрерывным снизу относи-
тельно слабой сходимости в L2(Rd) и коэрцитивным, а множество
допустимых решений Y , которое является подмножеством простран-
ства L2(R) , секвенциально слабо замкнуто. Поэтому применима тео-
рема существования решения задачи оптимизации из [3].

Работа частично поддержана Грантом Президента Российской Фе-
дерации для государственной поддержки ведущих научных школ Рос-
сийской Федерации НШ-4850.2012.1 и федеральной целевой програм-
мой «Научные и научно-педагогические кадры инновационной Рос-
сии» на 2009 - 2013 годы (соглашение 14.В37.21.0369)
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Краевые задачи для уравнения Шредингера в
гильбертовом пространстве

Покутный А. А. (Украина)
Институт математики НАН Украины

lenasas@gmail.com

Основной целью доклада является изложение результатов относи-
тельно разрешимости уравнения Шредингера

dϕ(t, ε)

dt
= −iH(t)ϕ(t, ε) + εZ(ϕ(t, ε), t, ε) + f(t), t ∈ J, J ⊂ R (1)

с краевым условием

Qϕ(·, ε) = α + εJ(ϕ(·, ε), ε). (2)

Здесь H(t) оператор, представляющийся в виде H(t) = H0 + V (t) ,
H0 = H∗

0 - неограниченный самосопряженный оператор c областью
определения D = D(H0) ⊂ H; отображение t → V (t) являет-
ся сильно-непрерывным. Оператор Q линейный и ограниченный,
J(ϕ(·, ε), ε) - нелинейный ограниченный оператор, непрерывно диф-
ференцируемый по ϕ в смысле Фреше в окрестности порождающе-
го решения. Задача состоит в нахождении обобщенных в некотором
смысле решений уравнения Шредингера, которые при ε = 0 обраща-
ются в одно из решений порождающей краевой задачи

dψ(t)

dt
= −iH(t)ψ(t) + f(t), (3)
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Qψ(·) = α. (4)

Благодаря теории псевдообращения [1] и конструкции понятия обоб-
щенного решения [2] удается показать, что краевая задача (3), (4) все-
гда имеет решения, которые могут быть аналитически представлены
при помощи обобщенного оператора Грина

ψ(t, c) = U(t)c + (G[f ])(t), (5)

где U(t) - эволюционный оператор однородного уравнения. Необхо-
димые и достаточные условия разрешимости краевой задачи (1), (2)
представляют собой развитие метода Ляпунова-Шмидта.

Литература
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Запреты для схем М-кривых нечётной степени с
максимально глубокими гнездами 9

Полотовский Г. М. (Россия)
Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского

polotovsky@gmail.com

В 1983 г. О.Я. Виро [1] доказал несуществование вещественной ал-
гебраической кривой степени 7, состоящей из нечётной ветви J и 14
овалов вне друг друга, охватываемых ещё одним овалом. Настоящая

9Работа поддержана грантом ФЦП "Кадры"№14.В37.21.0361.
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работа представляет собой попытку перенести доказательство Виро
на случай M -кривых большей нечётной степени.

Опишем применяемую ниже кодировку вещественных схем неосо-
бых алгебраических кривых. Нечётная ветвь обозначается символом
J . Схема, состоящая из n овалов, расположенных вне друг друга,
обозначается как 〈n〉 . Если A и B – коды каких-то схем, то A⊥B
обозначает такое объединение схем A и B , что их внешние овалы
расположены вне друг друга, а 1〈A〉 обозначает схему, полученную
из схемы A добавлением одного овала, охватывающего все овалы схе-
мы A .

Гнездом веса s называется набор s овалов, последовательно охва-
тывающих друг друга. Примером гнезда веса 2 является схема 1⊥〈1〉 .

В описанной кодировке интересующий нас здесь результат Виро из
[1] можно переформулировать так: не существуют кривые степени 7,
имеющие вещественную схему J⊥1〈14〉 . С точки зрения доказатель-
ства этого утверждения, предложенного О.Я. Виро, аналогом этой
схемы являются M -схемы нечётной степени с гнездами максималь-
ного веса, все пустые овалы которых охватываются всеми непустыми
овалами. В работе исследуется справедливость следующего утвержде-
ния:

Гипотеза. Не существуют M -кривые степени d = 2k + 1 со
схемой вида

J⊥ 1〈1〈. . . 〈1〈︸ ︷︷ ︸
k−2 единиц

2(k2 − k + 1)〉〉 . . . 〉〉.

В настоящий момент утверждение этой гипотезы доказано для
нечётных степеней d ≤ 17 и ещё для некоторых специальных слу-
чаев.

Литература

[1] Виро О.Я. Плоские вещественные кривые степеней 7 и 8: новые
запреты // Изв. АН СССР. Сер. матем. – 1983.– Т.47, N5.– С.1135
– 1150.
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О средних значениях решений
дифференциальных уравнений

Половинкин И. П. (Россия)
Воронежский государственный университет

СТИ НИТУ МИСиС
polovinkin@yandex.ru

Пусть функция u(x) удовлетворяет в односвязной области Ω ∈ Rn

уравнению Лапласа
∂2u/∂x2

1 + ... + ∂2u/∂x2
n = 0.

Рассмотрим в Ω точки X(j) = (x
(j)
1 , x

(j)
2 , . . . , x

(j)
n ), j = 1, 2.

Зафиксируем некоторый индекс i ∈ {1, . . . , n} и положим
aij = (x

(1)
j − x

(2)
j )/|X(1) − X(2)| , j = 1, . . . , n. Остальные элементы

матрицы A достроим из условий AAT = I, detA = 1 (символ ”T”
означает транспонирование), I — единичная матрица. Пусть Ai —
матрица, полученная из A заменой i -го столбца нулями,

2Π =
√

r2 − |X(1) −X(2)|2.
Следуя [1], положим

St u = Sn
t u =

√
π1−n

∫

|ξ|=t

u (η) dωξ, |X(1) −X(2)| > 0,

где dωξ — элемент площади поверхности сферы |ξ| = t ,

η =
r ξi(X

(1) −X(2))

|X(1) −X(2)|
√

r2 − |X(1) −X(2)|2 +
X(1) + X(2)

2
+ Aiξ,

Bt v = Bn
t v = t

(
∂

2t∂t

)(n−1)/2 (
1

t
Stv

)
, n ≡ 1(mod2),

Bt v = Bn
t v =

1√
π

(
∂

2t∂t

)n
2

t∫

0

Stv dτ√
t2 − τ 2

, n ≡ 0(mod2).

Методом спуска Адамара для достаточно малого r > 0 доказана фор-
мула среднего
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u(X(1)) + u(X(2)) = BΠ u,

которая при X(2) → X(1) переходит в известную одноточечную
формулу (Гаусса) среднего для гармонической функции и для доста-
точно гладкой функции является признаком ее гармоничности. Ана-
логичные формулы среднего доказаны для уравнения Гельмгольца,
телеграфного уравнения.

Другим средством получения формул среднего является преобра-
зование Фурье. Пусть P (w) — многочлен порядка m , Dj = −i ∂/∂xj ,
j = 1, . . . , n , D = (D1, . . . , Dn) . Рассмотрим уравнение

P (D)u = 0. (1)

Определение. Распределение Φ c компактным носителем назо-
вем сопровождающим уравнение (1) (оператор P (D) ), если для лю-
бого решения u(x) ∈ C∞(Rn) имеет место равенство 〈Φ, u〉 = 0 .

Теорема 1. Для того, чтобы распределение Φ c ком-
пактным носителем являлось сопровождающим уравнение (1),
необходимо и достаточно, чтобы имело место представление
Φ̂(w) = P (−w)ψ̂(w), w ∈ Cn , где Φ̂ – преобразование Фурье рас-
пределения Φ , ψ̂(w) – целая аналитическая функция.

Пример. Для однородного уравнения теплопроводности
∂2u/∂x2 − ∂u/∂t = 0 имеет место формула среднего

t0+T∫

t0

√
2(t− t0)(u(x0 +

√
2(t− t0), t) + u(x0 −

√
2(t− t0), t)) dt+

+

x0+
√

2T∫

x0−
√

2T

((x− x0)
2 − 2T u(x, t0 + T ) dx = 0.

Теорема 2. Пусть P (D) = P1(D)P2(D), где P1 и P2 суть мно-
гочлены. Пусть Φl — распределение с компактным носителем, со-
провождающее оператор Pl(D), l = 1, 2. Распределение Φ = Φ1 ∗ Φ2

является сопровождающим оператор P (D).
Теоремы 1,2 обобщают результаты работы [2]. Из теоремы 2 выте-

кает
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Теорема 3. Для уравнения P (∂/∂x, ∂/∂y)u = 0, где P (ξ, η) –
однородный многочлен двух переменных, а также для обыкновен-
ного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами
P (d/dx)u = 0 , можно указать разностный оператор Υ (вообще го-
воря, в комплексных переменных), применение которого к решению
u этого уравнения приведет к равенству Υu = 0. Другими слова-
ми, дифференциальным уравнениям указанного типа соответству-
ют некоторые точные разностные схемы.
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О качественном анализе эволюции
высокоапогейных орбит ИСЗ, лежащих внутри

орбиты Луны

Прохоренко В. И. (Россия)
Институт Космических исследований РАН
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Рассматриваются практические задачи, связанные с выбором на-
чальных условий для орбит ИСЗ, эволюционирующих под влиянием
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внешних гравитационных возмущений и сжатия планеты. Для пони-
мания характера эволюции этих орбит используются качественные
исследования, основанные на эволюционных уравнениях, которые в
1961–1972 годах получил М.Л. Лидов для двукратно-осредненной воз-
мущающей функции W спутникового варианта ограниченной эллип-
тической задачи трех тел (задачи Хилла) с учетом сжатия планеты.
Функция W состоит из двух слагаемых, одно из которых соответству-
ет главному члену разложения возмущающей функции задачи Хил-
ла по степеням отношения r/r1 , а второе описывает вклад возму-
щений от второй зональной гармоники гравитационного потенциала
планеты. Система эволюционных уравнений, соответствующих функ-
ции W , имеет два первых интеграла a = a0 , W = c2 и в общем
случае не интегрируема.

Рассмотрим пространство начальных значений Кеплеровых эле-
ментов M5 с координатами (a/R, ε0, ω0, i0, ieq0) . Индексом eq отме-
чаются угловые элементы, измеряемые относительно плоскости эк-
ватора планеты, в отличие от угловых элементов, измеряемых отно-
сительно плоскости орбиты возмущающего тела (эклиптики). Связь
между этими угловыми элементами устанавливают формулы сфери-
ческой тригонометрии. Для планеты радиуса R область возможных
значений большой полуоси орбиты спутника определяется неравен-
ством 1 < a/R , а область ε∗(a/R) < ε0 возможных значений без-
размерного фокального параметра ε0 = 1 − e2

0 ограничена крити-
ческим значением ε∗(a/R) = 1 − (1 − R/a)2 , при котором рассто-
яние перицентра равно R . Очевидно, что выполнение неравенства
εmin(a/R, ε0, ω0, i0, ieq0) < ε∗(a/R) < ε0 является достаточным услови-
ем для пересечения орбиты спутника с поверхностью планеты, а вы-
полнение неравенства ε∗(a/R) < εmin(a/R, ε0, ω0, i0, ieq0) ≤ ε0 – доста-
точным условием для не пересечения орбиты спутника с поверхностью
планеты. И задача сводится к исследованию многообразий начальных
условий, удовлетворяющих этим неравенствам.

Заняться исследованием многообразий начальных условий, при-
водящих к соударению спутника с поверхностью планеты, автора
невольно побудил Владимир Игоревич Арнольд, который часто воз-
вращался к теме соударения с Землей гипотетической Луны на орбите,
перпендикулярной к плоскости эклиптики. Этот впечатляющий факт
был показан М.Л. Лидовым для иллюстрации результатов исследова-
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ня эволюции орбит в задаче Хилла.
В работе автора (2007) для двукратно осредненной задачи Хил-

ла получено описание многообразий начальных условий пространства
M4 с координатами (a/R, ε0, ω0, i0) , которые приводят (или не при-
водят) к пересечению орбиты спутника с поверхностью планеты ко-
нечного радиуса R . Это описание представлено в виде трех теорем,
из которых, в частности, следует, что при любых значениях a/R, ε0

в случае i0 = 90◦ выполняется достаточное условие соударения спут-
ника с планетой: εmin = 0 < ε∗(a/R) < ε0 , а в случае i0 = 0◦ – доста-
точное условие несоударения: ε∗(a/R) < εmin = ε0 . В другой рабо-
те автора (2011) для двух интегрируемых случаев смешанной задачи
в пространстве M5 удалось показать, как присутствие возмущений
от сжатия планеты перекраивает границы упомянутых многообразий,
проследить особенности эволюции орбит на всей шкале возможных
значений 1 < a/R и получить оценки границ действия асимпто-
тик. Для системы Земля–ИСЗ–Луна–Солнце получены верхняя гра-
ница d1/R ∼ 5.8 действия асимптотики сжатия планеты и нижняя
граница d3/R ∼ 17.4 асимптотики влияния только внешних тел. В
области d3/R < a/R границы многообразий определяются значением
наклонения i0 , тогда как в области a/R < d3/R на формирование
этих границ существенное влияние оказывает значение наклонения
ieq0 , от которого, в частности, зависят фазовые портреты интеграль-
ных кривых на фазовой плоскости (ε, ω) и направление движения
фазовой точки. Для исследования соответствующих многообразий в
области a/R < d1/R в работе автора (2005) предложен метод, осно-
ванный на эволюционных уравнениях, полученных Д.Е. Охоцимским
и др. (1957) при учете возмущений только от сжатия планеты.
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О возмущениях в системе наблюдения,
моделирующей механизм лесного хозяйства

Раецкая Е. В. (Россия)
Воронежская государственная лесотехническая академия

raetskaya@inbox.ru

Дифференциально-алгебраическая система:

dx(t)

dt
= Ax(t) + f(t), (1)

F (t) = Bx(t) (2)

моделирует процесс работы бесчокерного трелевочного устройства с
рекуперативным гидроприводом, применяемого в лесном хозяйстве
для сбора деревьев посредством захвата.

Система является полностью наблюдаемой (идентифицируемой по
Калману), если по известным, реализуемым входной f(t) и выходной
F (t) функциям состояние системы x(t) в каждый момент времени
определяется однозначно.

В данном случае функция состояния имеет вид x(t) =

(
v(t)
p(t)

)
,

где v(t) - верткальная проекция скорости движения захвата, p(t) -
давление рабочей жидкости гидросистемы.

Исследование полной наблюдаемости системы (1), (2) ведется ме-
тодом каскадной декомпозиции (см. [1] - [4]). От исходной системы
переходим к редуцированным системам в подпространствах, размер-
ности которых последовательно уменьшаются.

Приводятся формулы для построения функций v(t) и p(t) полно-
стью наблюдаемой системы.

Исходная система (1), (2) возмущается определенным образом:

ε
dx(t, ε)

dt
= A(ε)x(t, ε) + f(t, ε), (3)

F (t, ε) = B(ε)xε. (4)

Устанавливаются условия, при выполнении которых система явля-
ется малочувствительной к возмущениям указанного вида.
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Выводятся формулы для построения функций v(t, ε) и p(t, ε) пол-
ностью наблюдаемой возмущенной системы (3), (4), а также выявляет-
ся вид связи между наблюдаемыми входной f(t, ε) и выходной F (t, ε)
функциями системы (3), (4).
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Статистически инвариантные множества и
эргодические динамические системы

Родина Л. И. (Россия)
Удмуртский государственный университет

box0589@udmnet.ru

Здесь представлены результаты, дополняющие исследования работ
[1], [2], в которых рассматриваются множества, не являющиеся инва-
риантными в «классическом» смысле. Для таких множеств вводится
естественное расширение понятия инвариантности, которое названо
статистической инвариантностью.

Обозначим через D(t,X) множество достижимости управляемой
системы

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ R× Rn × Rm (1)

в момент времени t из начального множества X. Рассмотрим мно-
жество

M =
{
(t, x) ∈ Rn+1 : x ∈ M(t)

}

и множество α(ϑ,X)
.
=

{
t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆ M(t)

}
(в предполо-

жении, что множество достижимости D(t,X) существует для всех
t > 0. )

Введем следующие статистические характеристики множества до-
стижимости управляемой системы (1). Относительной частотой по-
глощения множества достижимости системы (1) множеством M на-
зовем следующий предел

freq(X)
.
= lim

ϑ→∞
mes α(ϑ,X)

ϑ
= lim

ϑ→∞
mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆ M(t)}

ϑ
.

(2)
Далее, если предел (2) не существует, то характеристики

freq∗(X)
.
= lim

ϑ→∞
mes α(ϑ,X)

ϑ
, freq∗(X)

.
= lim

ϑ→∞

mes α(ϑ,X)

ϑ

будем называть, соответственно, верхней и нижней относительными
частотами поглощения множества достижимости D(t,X) системы
(1) множеством M.
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Определение. Множество M будем называть статистически
инвариантным относительно управляемой системы (1), если имеет
место равенство

freq(M(0))
.
= lim

ϑ→∞
mes

{
t ∈ [0, ϑ] : D

(
t,M(0)

) ⊆ M(t)
}

ϑ
= 1.

Обозначим через z∗(t) верхнее решение скалярной задачи Коши

ż = w(t, z), z(0) = z0, t > 0.

В предположении, что верхнее решение z∗(t) существует для всех
t > 0, введем характеристику

κ .
= lim

ϑ→∞
mes{t ∈ [0, ϑ] : z∗(t) 6 0}

ϑ
,

которая является относительной частотой пребывания верхнего ре-
шения z∗(t) задачи Коши в множестве (−∞, 0]. В работах [1], [2]
получены условия статистической инвариантности множества M и
оценка относительной частоты поглощения множества достижимости
системы (1), выраженные в терминах функций Ляпунова, производ-
ной Кларка и характеристики κ.

Доказательство следующего утверждения основано на том, что
для эргодических динамических систем относительная частота пре-
бывания траектории в множестве асимптотически пропорциональна
мере этого множества (см. [3, c.133] ).

Теорема. Пусть z∗(t) = F
(
z1(t), . . . , zk(t)

)
, функция F (z1, . . . , zk)

непрерывная, zi(t) — непрерывные периодические функции с периодом
Ti, i = 1, . . . , k. Если числа T1, . . . , Tk независимы над полем рацио-
нальных чисел, то

κ =
mes

{
t1 ∈ [0, T1], . . . , tk ∈ [0, Tk] : F

(
z1(t1), . . . , zk(tk)

)
6 0

}

T1 · T2 . . . Tk

,

где mes — k -мерная мера Лебега.
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Бифуркации периодических решений уравнения
Риккати

Сахаров А. Н. (Россия)
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ansakharov2008@yandex.ru

В докладе рассматривается задача о бифуркациях периодических
решений уравнения Риккати c параметром

ẇ = a(t, λ)w2 + b(t, λ)w + c(t, λ), w ∈ C, (1)

где a(t, λ), b(t, λ), c(t, λ) – 2π− периодические по t непрерывные по
обоим переменным функции. Известно (В.А. Плисс, [1]), что измене-
ние числа 2π− периодических решений такого уравнения при измене-
нии параметра λ связано с появлением так называемых особых пери-
одических решений, имеющих конечное число разрывов на периоде.

Решение поставленной задачи и объяснение феномена особых пе-
риодических решений использует компактификацию динамической
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системы, порождаемой уравнением (1). В случае вещественных ко-
эффициентов этого уравнения компактификация приводит к динами-
ческой системе без особенностей на двумерном торе, что позволяет
применить к задаче о бифуркациях теорию А. Пуанкаре10.

Когда коэффициенты уравнения (1) комплексные, компактифика-
ция приводит к неособому потоку на многообразии S2 × S1, а от-
бражение сдвига за период является дробно-линейным отображением
сферы Римана (отображение Пуанкаре). Периодическим (субгармони-
ческим) решениям соответствуют неподвижные (периодические) точ-
ки дробно-линейного отображения. Любое дробно-линейное отобра-
жение сводится к одному из четырех типов (гиперболическому, лок-
содромическому, эллиптическому, параболическому) При изменении
параметра λ тип отображения изменяется, что и объясняет феномен
появления особых периодических решений.

Автор выражает благодарность Российскому фонду фундамен-
тальных исследований за финансовую поддержку этой работы, гран-
ты 11-01-12056-офи-м-2011, 12-01-00672а.
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Статистика разбиений кинетической энергии
многомерных систем классических частиц

Севрюк М. Б. (Россия)
Институт энергетических проблем химической физики РАН

sevryuk@mccme.ru

Рассмотрим систему N ≥ 2 классических частиц (мате-
риальных точек) с массами m1,m2, . . . , mN и радиус-векторами
r1(t), r2(t), . . . , rN(t) в d -мерном евклидовом пространстве Rd

( d ≥ 1 ). Будем считать, что центр масс этой системы неподвижен
и совпадает с началом координат. Несколько лет тому назад совмест-
но с V. Aquilanti и A. Lombardi [1–3] мы определили ряд разбиений
полной кинетической энергии T такой системы

T =
1

2

N∑
α=1

mαṙ
2
α =

M

2

N∑
α=1

q̇2
α, M =

N∑
α=1

mα, qα = (mα/M)1/2rα,

на слагаемые, отвечающие различным модам движения. Каждый
член этих разбиений является функцией матрицы позиций Z раз-
мера d × N (столбцы которой суть q1,q2, . . . ,qN ), ее производной
по времени Ż и суммарной массы системы M и инвариантен от-
носительно преобразований (Z, Ż) 7→ (RZQ,RŻQ) , где R ∈ O(d)
и Q ∈ O(N) — произвольные ортогональные матрицы. В частно-
сти, T = (M/2)Trace(ŻŻ∗) , где звездочка означает транспонирование.
Среди элементов разбиений есть, например, слагаемые, соответству-
ющие вращениям системы как целого, изменениям т. н. гиперрадиуса
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системы ρ = [Trace(ZZ∗)]1/2 , изменениям “формы” системы, переста-
новкам частиц и т. п. Некоторые компоненты T , описывающие связь
между модами, могут принимать и отрицательные значения.

Вопрос о статистике слагаемых рассматриваемых разбиений ки-
нетической энергии T при случайном выборе координат и скоростей
частиц малоисследован. Мы провели масштабное численное модели-
рование систем 3 ≤ N ≤ 100 частиц в физически интересных размер-
ностях d = 2 и d = 3 для двух случаев: а) массы всех частиц равны
и б) массы частиц разыгрываются случайно. В полном соответствии с
идеологией В. И. Арнольда о численных экспериментах как мощном
источнике новых математических теорем [4] наши вычисления показа-
ли, что в ситуации равных масс средние значения E почти всех ком-
понент кинетической энергии T (в нормировке T = 1 ) выражаются
через число частиц N и размерность пространства d посредством
очень простых формул:

E TΛ = 1− 1

dν
, E Tρ =

1

dν
, E TΛ = 1− 1

dν
,

E Tρ =
1

dν
, E T rot = 1− ω

dν
, E T I =

ω

dν
, E Tξ =

ω − 1

dν
,

E T ext =
ω(2d− ω − 1)

2dν
, E T int =

ω(2ν − ω − 1)

2dν
, E T res = 0,

E TJ =
d− 1

dν
, E TK =

ν − 1

dν
, E Tac = 1− d + ν + ω − 2

dν
,

E Eout
2 = 1− ω

d
, E Ein

2 = 1− ω

ν
,

где ν = N − 1 и ω = min(d, ν) . Определение величин TΛ, Tρ, . . . , E
in
2

дано в статьях [1–3]. Эти формулы доказаны “на физическом уровне
строгости” (при N = 2 они почти очевидны). Из наших расчетов так-
же видно, что средние значения компонент T , возрастающие (убы-
вающие) с увеличением N , в ситуации равных масс больше (соот-
ветственно меньше), чем в ситуации случайных масс для того же N
(кроме, может быть, малых N ). Результаты моделирования для d = 3
приведены в [3].

Работа частично финансируется грантом Президента Российской
Федерации для государственной поддержки ведущих научных школ
РФ (номер НШ-4850.2012.1).
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О структуре периодических и почти
периодических решений некоторых уравнений с

частными производными II порядка

Сидоров Е. А. (Россия)
Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского
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Папшева Е. А. (Россия)
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Обычно в задачах о периодических и почти периодических (п.п.)
по всем аргументам решениях для квазилинейных эллиптических и
гиперболических уравнений применяются различные способы в за-
висимости от типа уравнений [1-3]. В ряде работ [4] используются
представления периодических и других решений для определенных
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